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LÓI GIÓI THIÉU 


Luong giác la mót van dé khá don gián trong chuong trinh toán phó thóng, trong chuyén 
dé náy minh sé giói thiéu cho các ban doc mót so dang toán hay va khó vé chú dé náy, các 
bái táp chú yéu duoc láy tú trong các dé thi thú THPT Qubc Gia trong cá nuóc dé các ban 
có thém cái nhin toán dién vé van dé náy. De có thé viét nén duoc chuyén dé náy khóng 
thé khóng có su tham kháo tú các nguón tai liéu cua các các group, các khóa hoc, tai liéu 
cúa các tháy có má tiéu biéu la 

1. Tháy La Duy Tién - Giáo vién truóng THPT Binh Minh 

2. Website Toán hoc Bác - Trung - Nam: http://toanhocbactrungnam.vn/ 

3. Website Toanmath: https:// toanmath.com/ 

4. Anh Pham Minh Tuán: https: / / www.facebook.com/ phamminhtuan.2810 

5. Tháy Huynh Dúc Khánh 

Trong bái viét minh có suu tám tú nhiéu nguón nén có thé sé có nhüng cáu hói chua hay 
hoác chua phú hpp mong ban doc bó qua. Trong quá trinh bién soan khóng thé tránh khói 
nhüng thiéu sót, mong ban doc có thé góp y truc tiép vói minh qua día chí sau: 

Nguyén Minh Tuán 
Sinh vién K14 - Khoa hoc máy tính - Bai hoc FPT 
Facebook: https:// www.facebook.com/tuankhmt.fpt 

Email: tuangenk@gmail.com 
Blog: https:// lovetoan.wordpress.com/ 
Bán pdf duoc phát hánh mién phí trén blog CHINH PHUC OLYMPIC TOÁN, moi hoat 
dóng sü dung tái liéu vi muc dích thuong mai déu khóng duoc cho phép. Xin chán thánh 
cám on ban doc. 


TUyfN TÁP m<?t s<5 nhóm cáu hói vÁn duns cao món toán 


PHUONG TRINH LÜONG GIÁC NÁNG CAO 


Chinh phuc Olympic toán - Nguyén Minh Tuá'n 

GIÓITHIÉU VE ÚNG DUNG CEJA LUONG GIÁC 

• • • 

Bái viet duói ctay duoc lay tú VMF cúa thánh vién hoangtrong2305! 

Benny la mot dóc giá cúa IntMath Newsletter. Gán dáy, óng da viet: 

"Tói se den mot truong cao dang cong dong va se hoc ve luong giác ó hoc ky tiep theo. Vi vay, tói 

^ V ^ 

timón có cai nhin so nét ve nhüng gi toi sdp hoc. 

Váng, Benny, ban da thuc hién mót buóc khói dáu tót báng cách tim hiéu nhüng gi ban sáp 
hoc truóc khi hoc ky bát dáu. Nhiéu hoc sinh khóng tim hiéu ve nhüng gi ho dang hoc cho 
den khi ho phái lám các bái táp dáu tién, khi dó, ho bát dáu "rói tung" trong viec tim hiéu 
cüng nhu dé bát kip vói phán con lai cúa hoc ky. 

Tú luong giác xuát phát tú tieng Hy Lap, có nghía "do dac tam giác". Vi vay, khi hoc ve 

luong giác, ban sé ve vá nghién cúu nhiéu hinh tam giác, dác biét lá tam giác vuóng. 

I. SÜ DUNG LUONG GIÁC 
• • 

Chúng ta hay xem xét mot so úng dung cúa luong 
giác trong cuóc sóng háng ngáy. Hóm nay, có thé 
ban sé lái xe qua 1 cáy cáu. Cáy cáu duoc xáy dung 
báng cách sú dung các kién thúc ve luc tác dung ó 
nhüng góc khác nhau. Ban sé nhán tháy ráng cáy 
cáu góm nhiéu hinh tam giác - luong giác da duoc 
sü dung khi thiet ke do dái vá dó vüng chác cúa 
nhüng hinh tam giác dó. Chúng ta hay xem xét mot 
so úng dung cúa luong giác trong cuóc sóng háng 
ngáy. Hóm nay, có thé ban sé lái xe qua 1 cáy 
cáu. Cáy cáu duoc xáy dung báng cách sü dung các 
kién thúc vé luc tác dung ó nhüng góc khác nhau. 

Ban sé nhán tháy ráng cáy cáu gom nhiéu hinh tam giác - luong giác da duoc sü dung khi 

thiet ké do dái vá dó vüng chác cúa nhüng hinh tam giác dó. 

Xe cúa ban (hoác dién thoai) có thé có cái dát GPS 

(Global Positioning System - hé thóng dinh vi trén 

mát dát), sü dung luong giác cho ban biét chinh xác 

ban dang ó dáu trén bé mát Trái Dát. GPS sú dung 

các dü liéu tú nhiéu vé tinh vá các kién thúc vé hinh 
• • 

hoc trái dát, sau dó sú dung luong giác dé xác dinh 
vi dó vá kinh dó cúa ban. 
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CÁC BÁI TOAN VAN &VNG CAO PHI/0N6 TRINH LV0NG GIÁC 


Hóm nay, có thé ban sé nghe nhac. Bái hát ban nghe 
duoc ghi ám ky thuát so (mót quá trinh su: dung 
phép chuyén dói Fourier, có su dung luong giác) 
duoc nén thánh dinh dang MP3 su dung nén giám 
du lieu (áp dung kién thúc ve khá náng phán biét 
ám thanh cua tai cúa con nguói), phép nén náy dói 
hói các kién thúc ve luong giác. 

Tren duóng den truóng, ban sé vupt qua mot toa nhá cao táng. Truóc khi xáy dung, các ky 
su su dung máy trac día dé do dac khu vuc. Sau dó, ho sú dung phán mém mó phóng 3D 
dé thiét ke xáy dung, vá xác dinh góc ánh sáng mat trói vá huóng gió nhám tính toán noi 
dat các tám náng luong mat trói cüng nhu hiéu suát náng luong cao nhát ve. Tát cá các quá 
trinh náy dói hói su am hiéu ve luong giác. 




Máy trác día 

Néú ban sóng gán bién, thúy triéu ánh huóng den nhüng gi ban có thé lám váo nhüng thói 
diém khác nhau trong ngáy. Các biéu dó thúy triéu xuát bán cho ngu dán lá nhúng du 
doán ve thúy triéu nám truóc. Nhúng du báo náy duoc thuc hién báng cách sú dung luong 
giác. Thúy triéu lá vi du vé mót su kién xáy ra có chu ky, túc xuát hién láp di láp lai. Chu 
ky náy thuóng mag tính tuong dói. 



Trong thuc té, luong giác có vai tro quan trong trong háu hét các lính vuc khoa hoc vá ky 
thuát. 
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TUYÍN T*P MQT S<5 NHÓM CA U HÓI VAN DUN6 CAO MÓN TOAN 



II. NHÜNG GI BAN HOC TRONG LUONG GIÁC? 

• • • 

Ban thuóng bát dáu nghién cüu ve luong giác báng 
cách tim hiéu hinh tam giác duoc su dung dé do 
luong nhüng diéu khó do luong báng tay nhu the 
nao. Vi du, chiéu cao cua núi va cay có thé duoc xác 
dinh báng cách sú dung các hinh tam giác tuong 
úng. 

Tói có thé dé dáng do do dái ABAB va ACAC trong 
tam giác ABC ABC (viét A ABC A ABC). Sau dó, ta 
dung so liéu náy dé tim chiéu cao DEDE. Tói có thé 
lám mót quá trinh tuong tu dé tim chiéu cao cua 
ngon núi. 

Diéu gi xáy ra neu các góc trong tam giác khác nhau? "Luong giác" cho phép chúng ta sú 
dung các ty le có lien quan den bát ky góc náo trong AABC AABC, vi váy chúng tói có thé 
tính toán mót loat các dính cao má khóng cán phái tién hánh do. 

Ban sé tim hiéu vé ba ty le quan trong dói vói bát ky góc dó: sine (có thé duoc rút gon la 
sin), cosine (có thé duoc rút gon la eos) va tangent (có thé duoc rút gon la tan). Tói khuyén 
khích ban nén tim hiéu vé 3 tí le náy mót cách ró ráng vi phán lón kién thúc luong giác sú 
dung chúng rát nhiéu. 

Thóng thuóng chúng ta do góc báng dó (°), nhüng don vi náy khóng hüu ích lám cho khoa 
hoc vá ky thuát. Ban cüng sé tim hiéu vé radian, dó lá don vi do thay thé cho don vi do 
góc hüu ích hon . 

Sau khi ban da nám vüng nhüng diéu co bán, ban sé di tiép dé tim hiéu vé dó thi cúa hám 
so luong giác (suy nghí vé các duóng gon sóng ban sé nhin tháy trén mót dó thi dóng dát 
hoác mót hinh trái tim) vá sau dó phán tích luong giác, cho ban mót táp các phuong pháp 
dé giái quyét các van dé phúc tap mót cách dé dáng hon. 


















i, 
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1 
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ECG cúa mót bénh nhán 26 tuói. 

• • 

III. LÓI KHUYÉN CHO VIÉC HOC LUONG GIÁC 

• • • 

Ve that nhieu. Vé chác chán sé giúp ban có su hiéu biet vé luong giác. Khi ban cán phái 
giái quyét van dé sau náy, viéc vé dó thi thuc su có giá tri khi ban có thé phác tháo các van 
dé mót cách nhanh chóng vá chính xác. Dác biet: 

• Vé hinh tam giác má ban dang theo hoc. 

• Phác hoa tinh huóng trong nhüng van dé xung quanh. 
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• Thuc hánh ve do thi hám sin va cosin cho den khi ban có thé lám diéu dó má khóng 
cán phái chám háng triéu diém tren trang giáy. 

Hoc các kien thúc ca bán thát chác. Kien thúc "co bán" la: 

• • 

• Các dinh nghía cúa sin, eos va tan va lám the náo dé su dung chúng trong tam giác; 

• Dáu ty le luong giác cúa các góc lón han 90° (túc la biet khi náo giá tri dó la duong 
hay ám) 

• Các dó thi hám y = sin x vá y = eos x (vá các khái niem ve hám tuán hoán) 

Can than khi dung máy tính. Các ván dé thuong gap nhat khi sú dung máy tính cám tay 
trong luong giác bao góm: 

• Thiet láp sai che do (vi du nhu máy tính o che dó "dó" khi ban dang tính toán trong 
che dó radian) 

• Tin tuong váo máy tính han nao cúa ban. Các máy tính sé khóng luón luón cung 
cap cho ban dáu chính xác (+ hoac -). Thuong thi ban phái tu tim hiéu. 

• Luón uóc luong cáu trá loi cúa ban, dáu tién, do dó ban có thé kiém tra ket quá má 
máy tính cho ban. 

• Hay chác chán ráng ban biét ly do tai sao máy tính cúa ban khóng sú dung 
" sin 1 " hoac " eos' 1 ". Diéu náy nhiéu hoc sinh hay lán lón vá sú dung các ky hién 

tren khóng thát su cán thiet. Chúng ta nén sú dung arcsinO dé khóng bi nhám lán 
.. 1 


voi 


sin 9 


Dáy lá cáu trá loi cúa tói dánh cho Benny. Tói hy vong da cung cáp cho ban y tuong vé 
cách sú dung kien thúc luong giác, Dáng buón thay, nhiéu hoc sinh khóng máy thích 
luong giác. Ban sé khóng cám tháy so hái nüa khi ban hiéu luong giác dúng váo viéc gi 
cüng nhu thuc hién các loi khuyén trén. 

Nguón: http:/ /www.intmath.c...-all-about-6163 
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BÁI TÁP TÓNG HOP 

• • 

Cáu 1. Duáng cong trong hinh bén mó tá do thi cúa 
hám so y = Asin(x + a) + B (vói A, B, a la các háng 

12a 


so va ae 


*§ 


A. S = 1. 
C. S = 3. 


). Tính S — A + B + 

B. S = 2. 

D. S = 5. 


71 



Lai giái 


Dtra váo do thi hám so ta có he phtrong trinh 


A 


< 


( 2n 

A sin-h a 

l 3 y 

A sin a + B = 0 


+ B = -3 (1) 


Asín 


C 71 ^ 

—+ a 
3 


V 


+ B = 1 


( 2 ) 

( 3 ) 


J 


Ta tháy A = 0 khóng thóa man he. Do dó (3) sin 


f 


V 


K 

—ha 

3 


3 l-B 


J 


A 


• (4) 


Tú (l) =>-Asi 


sm 


f 

2k 3 



f K 3 

71- 

-ha 

+ B = 

-3 •«> -A sin 

—-i-a 

V 

3 J 



U J 


+ B = -3 


( 4 ) 


*B = -1 


Thay B = -1 váo (2) vá (3), ta có he 


< 


A sin a = 1 


A sin 


^ 71 ^ 

=> sin 

(n 3 

—+ a 

—+ a 

= 2 

1.3 J 

v3 J 



= 2 sin a 


sin —cosa + eos —sina = 2 sin a V3cosa = 3sina <=> tana = 


n . 


V3 


ae 




■>a = — 


n 

6 


Tí 


Vói a = — => A = 2. Váy 
6 


A = 2; B = -1 


' 71 

a = — 
6 


S = A + B + —= 3. 


TC 


Chon C. 

Nhan xét. Cách trac nghiem: nhin dó thi doán dtroc A = 2; B = -1 (dtra váo min - max) vá 


71 


dung dü kién dó thi di qua góc toa dó suy ra a = —. 

6 

Cáu 2. Goi n lá so nguyén thóa man (l + tanI o ).(l + tan2 o )• • • (i + tan45°) = 2 n . Khang dmh 
náo sau dáy dúng? 

A. ne[l;7]. B. ne[8;19]. C. ne[20;26]. 

Lái giái 

Ta có bien dói: (1 + tanI o ).(1 +tan2 o )•*•(! + tan45°) 


D. n e [27; 33] 
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CÁC BÁI TOAN VAN &VNG CAO PHL/ONS TRINH LV0NG GIÁC 


(eos I o + sin I o ) (eos 2 o + sin 2 o ) (eos 45° +sin 45°) 

_ ^ ^ ^ _ 

eos I o eos 2 o eos 45° 

77 sin (I o + 45°) 77 sin (2 o + 45°) 77sin(45° + 45°) 


cosí' 


eos 2' 


X---X 


eos 45' 


_. . 45 eos 44°. eos 43° eos 2 o . eos I o ^ sin 90° 

eos I o . eos 2 o .eos 43°. eos 44° eos 45° 

í \ 


(V2) 


-(^r- 


i 


77 

l 2 ) 


= (72 ) 45 .72 = 2 23 => n = 23. 


Chon C. 


Cáu 3. Tim so nguyén duang n nhó nhát cúa thóa man 

11 1 


sin45°.sin46 u sin46 u .sin47 


o 


+ 


o 


-o 


H-+ 


sin 134°. sin 135 u sin n 

D. n = 91. 


o 


A. n = 1. 


B. n = 45. 


C. n = 46. 
Lai giái 


o 


Dát P = 


1 


1 


sinl°.P = 


-1- 

sin 45°. sin 46° sin 46°. sin 47° 

sin I o sin I o 


H-+ 


1 


-1- 

sin 45°. sin 46° sin 46°. sin 47' 


sin 134°. sin 135° 
sin I o 

H-h 


sin 134°. sin 135' 


sin 1°.P = cot 45° - cot 46° + cot 46° - cot 47° +... + cot 134° - cot 135° 

2 


sin 1°.P = cot 45° - cot 135° = 2 => P = 


sinl' 


n = 1. 


Chon A. 


K 


Cáu 4. Cho góc a thóa 0 < a < — va sin a + eos a 


75 


. Tính P = sin a - eos a. 


A. P = 


73 


B. P = -- 
2 


C. P = — 


1 

2 


D. P = - 


73 


Lai giái 

Ta có (sina-cosa) 2 + (sin a + eos a) 2 = 2Ísin 2 a + cos 2 a) = 2. 
Suy ra (sin a - eos a) 2 = 2 - (sin a + eos a) 2 =2-7 = 7 

K 

Do 0 < a < — suy ra sin a < eos a nén sin a - eos a < 0. Váy P 


77 


Chon D. 


Cáu 5. Cho góc a thóa man tan a = - 


4 f 3n 

— va a e — 

3 U 


;2 n 


Tính P = sin — + eos — 

2 2 


a. p = 77 . 


b. p = - 77 . 


C. P = - 


77 


D. P = 


77 


Lai giái 
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TUYÍN TAP MQT S<5 NHÓM CA U HÓI VAN DUN6 CAO MÓN TOAN 


Ta có P 2 = 1 + sin a. Vói a e 



w 

a 

> 

_ 1 

a 

OJ 

_l 

a g 

— ;Z7i 

=> — G 

;n 


I 2 ■ J 

2 

U J 


Khi dó 


a V2 

0 < sin — < — 

2 2 

. , a V2 

-1 < eos — <- 

2 2 


oc oc 

, suy ra P = sin — 1 - eos — < 0 


Tú he thúc sin 2 a + eos 2 a = 1, suy ra sin 2 a = 1 - eos 2 a = 1 — 


1 


16 


1 + tan 2 a 25 


Vi a 


í 37T 


;2n 


v 


nén ta chon sin a = —. 

5 


V5 


4 1 

Thay sin a = — váo P 2 , ta duoc P 2 = —. Suy ra P = - 

5 5 5 

Chon C. 


Cáu 6. Cho phuong trinh eos 2 


f 

M 

f n 3 

X H- 

+ 4 eos 

— X 

v 3y 


U J 


= —. Néu dát t = eos 


í K á 

-X 

6 


V 


thi 


J 


phuong trinh da cho tro thánh phuong trinh nao duói dáy? 


A. 4t 2 — 8t + 3 = 0. B. 4t 2 — 8t —3 = 0. C. 4t 2 +8t —5 = 0. D. 


k , 2n 

X = —b k — 

4 4 

X = ± — + k27T 

3 


Ta có eos 2 


í 


\ 


n 

X H- 

3 


3 


= l-2sin' 


J 


f 


\ 


n 

X H- 

3 


3 


J 


Lai giai 

( 

- 1-2 eos 2 

V 


n 

— x 
6 


A 

J 


Do dó phuong trinh tuong duong vói -2 eos 


-3 = 0. 


( 71 ^ 


f n 3 

-X 

+ 4 eos 

— X 

1.6 y 


lé J 


- 1-0 

2 


<Í5> -4 eos 2 

fn ^ 

-X 

+ 8 eos 

f n 3 

— X 


16 j 


lé J 


Neu dát t = eos 


f TI ^ 
-X 

6 


v 


thi phuong trinh tro thánh -4t 2 + 8t - 3 = 0 <=> 4t 2 - 8t + 3 = 0. 


J 


Chon A. 

Cáu 7. Bieu dién táp nghiem cua phuong trinh eos x + eos 2x + eos 3x = 0 tren duong trón 
luong giác ta duoc so diem cuói lá 

A. 2. B. 4. C. 5. D. 6. 

Lái giái 

Ta có eos x + eos 2x + eos 3x = 0 <» 2 eos 2x eos x + eos 2x = 0 




cos2x = 0 

1 <=> 

cosx = — 

2 


k k2n 

X =-b- 

4 4 

x = ± —+ k2n 
3 


(k e Z) vá các diem náy khóng trúng nhau nén táp nghiem 


cúa phuong trinh da cho có 6 diem bieu dién trén duong trón luong giác. 

Fanpage: Tap chí vá tu 1 lieu toan hoc Chinh phyc olympic toan | 7 













































CÁC BÁI TOAN VAN &VNG CAO PHI/0N6 TRINH LV0NG GIÁC 


Chon D. 


Cáu 8. Có bao nhiéu giá tri cua a thuóc [0;2 ti] dé ba phán tú cúa S = {sina,sin2a,sin3a} 
trúng vói ba phán tú cúa T = {eos a, eos 2a, eos 3a}. 


A. 1. 


B. 2. 


C. 3. 


D. 4. 


Lai giai 

Vi S = T => sin a + sin 2a + sin 3a = eos a + eos 2a + eos 3a 

<=> 2 sin 2a eos a + sin 2a = 2 eos 2a cosa + eos 2a <=> sin 2a (2 eos a+ 1) = eos 2a (2 eos a+ 1) 


<=> 


sin 2a = eos 2a 


eos a = — 


1 

2 


<=> 


TL i 71 

a = —b k — 

8 2 

a = ± — + k2n 
3 


(keZ) 


Thú lai ta tháy chí có a = (k e Z) thóa S = T. 

-i 4 ü 

Vi ae[0;2 tc 1 => 0 < — + k— <2no — <k< — => k e |0;l;2;3j. 

L J 8 2 4 4 1 j 

Chon D. 

Cáu 9. Phuong trinh 2 n+1 cosx.cos2x.cos4x.cos8x...cos2 n x = 1 vói neN* có tap nghiem 
trúng vói tap nghiem cúa phuong trinh nao sau dáy? 

A. sinx = 0. B. sinx = sin2 n x. C. sinx = sin2 n+1 x. D. sinx = sin2 n+2 x. 


Lai giái 

Vi x = krc khóng la nghiem cúa phuong trinh da cho nén nhán hai ve phuong trinh cho 
sinx, ta dupc 2 n+1 (sinxcosx).cos2x.cos4x.cos8x...cos2 n x =sinx 

2 n (sin2x).cos2x.cos4x.cos8x...cos2 n x = sinx 
2 n (sin2x.cos2x).cos4x.cos8x...cos2 n x = sinx 
2 n_1 (sin2 2 x).eos 4x.cos8x...eos 2 n x = sinx 


<=> sin 2 n+2 x = sin x. 


Chon D. 


0 


Cáu 10. Tính dién tích cúa da giác tao bói các diém tren duúng trón lugng giác biéu dién 

f -rr\ 


các nghiem cúa phuong trinh tan x + tan 


K 

X + — 

V 4 


= 1 . 


) 


A. 


3VlO 


10 


B. 


3VlO 


C. y/2. 


Lai giái 


Diéu kién: 


cosx ^ 0 


f 


eos 


n 

x + — 


A 


n 


V 


.¿O 


<=> < 


X^-h k?T 

2 


J 


71 


(keZ). 


v. 


X ^ — + k7I 

4 


D. y/3. 
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TUYÍN TAP MQT S<5 NHÓM CA U HÓI VAN DUN6 CAO MÓN TOAN 


Ta có tan x + tan 


^ n 3 

X H- 

4 


V 


„ tan x +1 „ 

= !<=> tan x H-= 1 


J 


1 - tan x 


tan x - tan 2 x + tan x +1 = 1 - tan x 


tan 2 x - 3 tan x = 0 


tan x = 0 
tan x = 3 




x = kíi 

x = arctan 3 + k7r 


(keZ) 


Ta có S 


Nghiém x = 1 <ti biéu dién trén duong trón luong giác la hai diém A, B (xem hinh 
ve). 

Nghiém x = arctan3 + krc biéu dién trén duong trón luong giác la hai diém M, N 
(xem hinh ve). 

3^10 


AAMN 


1 A /TTVT A TT 1 , „ T AO.AT 

= - MN. AH = - .MN. 


Vao 2 +at 2 10 


■»S 


3 VÍ 0 


AMBN 


Chon B. 


1 


na 


Cáu 11. Nghiém duong nhó nhát cua phuong trinh sin 5x + 2 eos x = 1 có dang — vói 

b 

a, b la các so nguyén va nguyén tó cúng nhau. Tính S = a + b. 

A. S = 3. B. S = 7. C. S = 15. D. S = 17. 

Loi giái 

Phuong trinh tuong duong vói sin 5x = 1 - 2 eos 2 x <=> sin 5x = - eos 2x 


<=> sin 5x = sin 


2 


V 


<=> 


J 


n . 2n 
x = — + k — 


x = 


Nghiém duong nhó nhát la 


Chon D. 


6 

371 

14 

371 

14 


+ k 


3 

271 

y 

a = 3 
b = 14 


S = 17 


Cáu 12. Nghiém ám lón nhát cúa phuong trinh 


smx 


H- 

1 + eos x 1 - eos X 


1 +cotx = 2 có dang — 


vói a, b la các so nguyén, a < 0 vá a, b nguyén tó cúng nhau. Tính S = a + b. 
A. S = 3. B. S = 4. C. S = 5. D. S = 7. 


Loi giái 


Diéu kién: 


< 


eos X ±1 
sin x ^ 0 


<íí> x ^ k7i (k e Z). 


sinx(l-cosx) + l + cosx cosx 
Phuong trinh <=>---A- 1 - 


= 2 


sm x sin x 

2 


<=> sin x + eos x +1 = 2 sin x 


<=> sin x + eos x + eos 2x = 0 

<=> (sin x + eos x) (1 + eos x - sin x) = 0. 
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CÁC BÁI TOAN VAN &VNG CAO PHI/0N6 TRINH LV0NG GIÁC 


sin x + eos x = 0 <=> tan x = -1 <=> x = - ^ + k7i (keZ) 


1 + eos x - sin x = 0 <=> sin 


í 


V 


71:3 yfl 

X-=-<=> 

4 J 2 


n 


x = 


r^k.z) 


x = 7i + k27i(L) 


n 


Nghiém ám lón nhát la —— 


a = -1 
b = 4 


S = 3 


Chon A. 


Cáu 13. Cho phuong trinh sin x + sin 5x = 2 eos 


f 


71 

-X 


A 


f 


V 


J 


n 


A 


-2 eos 2 — + 2x . So vi trí biéu dién 

U J 


các nghiém cúa phuong trinh tren duong trón luong giác la? 
A. 1. 


Ta có 


2 eos 


í 


v 


71 

-X 

4 


B. 2. 


C. 4. 

D. 6 

A 

( 7T 

Lái giái 

\ 


= 1 + eos 


-2x =l + sin2x 


J 

U 

J 



2 eos 2 

(n 9 ^ 

= 1 + eos 

f n 3 


U J 


U J 


= 1 - sin 4x 


Do dó phuong trinh tuong duong vói sin x + sin 5x = sin 2x + sin 4x 
<íí> 2 sin 3x eos 2x = 2 sin 3x eos x 

<=> 2 sin 3x (eos 2x - eos x) = 0. 

kTX 


sin3x = 0 x = 


(keZ). 


eos 2x - eos x = 0 <íí> eos 2x = eos x <íí> 


x = k27i 

k2n (keZ). 


x = 


Ictx k2n 

Hpp hai truong hop ta dupc nghiém cúa phuong trinh da cho la x = — =- (keZ) 

3 6 

=>Có 6 diém biéu dién trén duong trón luong giác. 

Chon D. 

Cáu 14. Cho phuong trinh sinx + cosxsin2x + v3cos3x = 2(cos4x + sin 3 x). Tong nghiém 
ám lón nhát va nghiém duong nhó nhát cúa phuong trinh báng 


A. 

7 


B. - 


71 

18 


C. - 


71 


20 

Lai giái 


D. 

7 


1, . 


Phuong trinh <=> sin x +—(sin 3x + sin x) + V3 eos 3x = 2 eos 4x + 


3 sin x - sin 3x 


<=> sin 3x + V3 eos 3x = 2 eos 4x cí> sin 


7 ji \ 

3x + — 

V 3y 


= cos4x 
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TUYÍN TAP MQT S<5 NHÓM CA U HÓI VAN DdN6 CAO MÓN TOAN 



r 713 


^ 71 

\ 

o sin 

3x + — 

= sin 


-4x 


l 3; 


12 

J 


<=> 


x = 


n k2n 
+ 


x = 


42 7 

-- + k2n 


(keZ) 


Jl Jl 

Suy ra nghiem ám lón nhat la —; nghiem duang nhó nhat la —. 

6 42 

Chon A. 

| 7X3. 

Cáu 15. Nghiem duang nhó nhat cua phuang trinh cos3x(2cos2x + l) = — có dang — vói 

2 ' b 

a, b la các so nguyén va nguyén tó cúng nhau. Tính S = a + b. 

A. S = 7. B. S = 8. C. S = 15. D. S = 17. 

Lai giái 

Phuang trinh 4 eos 3x eos 2x + 2 eos 3x = 1 

<^> 2 (eos 5x + eos x) + 2 eos 3x = 1 
<^> 2 eos x + 2 eos 3x + 2 eos 5x = 1. 

• Nhántháy sinx = 0 <=> x = k7i (keZ) khóngthóamanphuongtrinh. 

• Nhán hai ve cho sin x ta duoc 2 sin x eos x + 2 sin x eos 3x + 2 sin x eos 5x 

<=> sin 2x + (sin 4x - sin 2x) + (sin 6x - sin 4x) = sin x 

k2n 


=smx 


<» sin 6x = sin x <=> 


x =- 

5 

tc k2rc 

x = —+- 

7 7 


(keZ). 


n 


Suy ra nghiem duang nhó nhát la — 


a = 1 
b = 7 


S = 8 


Chon B. 

Cáu 16. Cho phuang trinh sin 2018 x + cos 2018 x = 2 (sin 2020 x + cos 2020 xj. So vi trí bieu dién các 


nghiem cua phuong trinh tren duóng trón luong giác la? 

A. 3. B. 4. C. 6. D. 2020. 

Lái giái 

Phuang trinh <=> sin 2018 x(l-2sin 2 x) + cos 2018 x(l -2 eos 2 x) = 0 

<=> sin 2018 x. eos 2x - eos 2018 x eos 2x = 0 
cos2x = 0 




sin 2018 x = eos 2018 x 


cos2x = 0<=>x = -^ + ^ (keZ). 

sin 2018 x = eos 2018 x <=> tan 2018 x = l<=> tan x = ±1 <=> x = ± ^ + krc (keZ). 

7X IcTX 

Hop hai truong hop ta duoc nghiem cua phuong trinh da cho la x = — + — (k e Z) 
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CÁC BÁI TOAN VAN &VNG CAO PHI/0N6 TRINH LU0NG GIÁC 


Có 4 diém biéu dién tren ctuóng trón luong giác. 

Chon B. 


Cáu 17. Nghiém ám lón nhát cúa phuang trinh tan 2018 x + cot 2U18 x = 2 sin 


2018 


2017 


( 

X H- 

V 4y 


có dang 


na 


vói a, b la các so nguyén, a < 0 va a, b nguyén tó cúng nhau. Tính S = a + b. 


A. S = -3. 


B. S = -l. 


C. S = l. 
Lai giái 


D. S = 3. 


tan 2018 x + cot zulB x > 2 


2018 


Ta có < 


2 sin 


( n 3 

2017 I V 4. _ 

A I 

V 4 y 


<2 


Do dó phuang trinh tuong dirong vói: 


tan x = cot x 


< 


sin 


^ Tí^ 

X H- 

V 4 y 


n 


= 1 


<=> 


X = — + k7T 

4 


X = 


n 


n 


x = —+ k2 n 
4 


—+ k2n (k e Z) 


Nghiém ám lón nhát la - 


7k 


a = -7 
b = 4 


=> S = -3. 


Chon A. 


Cáu 18. Cho phuang trinh 2 2017 í sin 2018 x +eos 2018 x) (sin x +cosx) cosx = 


cos2x 
1 - tan x 


. Nghiém 


na 


duang nhó nhát cúa phuong trinh có dang — vói a, b la các so nguyén va nguyén tó 


cúng nhau. Tính S = a + b. 

A. S = 2. B. S = 3. 


C. S = 4. 


D. S = 7. 


Lai giái 


Diéu kién: 


eos x * 0 


Ta có 


tan x ^ 1 
cos2x 


eos 2 x - sin 2 x 


1 - tan x 


1- 


smx 

cosx 

,2017 


( 


= eos x eos x + sin x 


)• 


Do dó phuong trinh <=> 2 2017 ísin 2018 x +eos 2018 x) (sin x +cosx) cosx = (sinx +cosx)cosx 


cosx (sin x + cosx). 2 2017 (si 


l2017 ‘ sin 2018 x + eos 2018 x 


) 


-1 


= 0 . 


cosx 


= 0(L) 


sinx + eosx = 0<=>tanx = -l<=>x = - — + kn (k e Z). 

2 2017 (sin 2018 x + eos 2018 x)-l = 0<=> 2 2017 (sin 2018 x + eos 2018 x) = 1: Vó nghiém vi 
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TUYÍN TAP MQT S<5 NHÓM CA U HÓI VAN DUN6 CAO MÓN TOAN 


sin 2018 x + cos ZU10 x = 2. 


2018 


f 1009 , i 1009 A 

a + b 


V 


Nghiém duang nhó nhát la 


Chon D. 


2 

3n 


>2 


( a + b^i 


1009 


) 


V 


< 


a = 3 
b = 4 


J 


S = 7 


,1008 


vói a = sin 2 x, b = eos 2 x. 


111 

Cáu 19. Biet ráng phuong trinh —- 1 - 1 - 1 -h 


1 


k2n 


x = 


2 a -b 
A. S = 2017. 


sinx sin2x sin4x 


vói keZ vá a, beZ + , b<2018. Tính S = a + b. 


sin 2 2018 x 


= 0 có nghiém dang 


B. S = 2018. 


C. S = 2019. 
Lai giái 


D. S = 2020. 


Diéu kién: sin 2 2018 x ^ 0. 


Tacó cota-cot2a = 


cosa eos2a 2eos 2 a-eos2a 


1 


sin 2a 


sin 2a 


sin a sin 2a 

Do dó phuong trinh <=> cot —-cotx | + (cotx-cot2x) + ... + (cot2 2017 x-cot2 2018 x) = 0 


V 


x 


cot — - cot 2 2018 x = 0 
2 

<¿> cot2 2018 x = cot — <=> 2 2018 x = — + krc <í=> x = 


(keZ) 


a = 2019 


b = 1 

Chon D. 


S = a + b = 2020. 


Cáu 20. Phuong trinh —— = — c ó bao nhiéu nghiém? 


A. 1. 


x 18 

B. 2. 


C. 3. 
Lai giái 


D. Vó so. 


Diéu kién: x * 0. Phuong trinh SmX = — => sin x = — x. (1) 

6 x 18 18 W 

Phuong trinh (l) la phuong trinh hoánh dó giao diém cua dó thi hám so y = sinx (có dó 

Jl 

thi la máu xanh nhu hinh ve) vói dó thi hám so y = — x (có dó thi la máu dó nhu: hinh ve). 

18 

A y 
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CÁC BÁI TOAN VAN &VNG CAO PHI/0N6 TRINH LV0NG GIÁC 


Dua váo hinh ve ta tháy hai do thi hám so cát nhau tai 3 diém phán biét nén phuong trinh 
(l) có 3 nghiem phán biét =>Dbi chiéu diéu kién bái toán ta loai nghiem x = 0 nén 

phuong trinh da cho có 2 nghiem. 

Chon B. 

Cáu 21. Phuong trinh 2cos 2 x + 2cos 2 2x + 2cos 2 3x-3 = cos4x(2sin2x + l) có bao nhiéu 


nghiem thuóc khoáng (0;2018) ? 


A. 2565. 


B. 2566. 


C. 2567. 


D. 2568. 


Lai giái 

Phuong trinh <=> (1 + eos 2x) + (1 + eos 4x) + (1 + eos 6x) - 3 = 2 eos 4xsin 2x + eos 4x 

<=> eos 6x + eos 2x = 2 eos 4x sin 2x 
<=> 2cos4xcos2x-2cos4xsin2x = 0 
<=> 2cos4x(cos2x-sin2x) = 0 

<=> cos4x = 0 <=> x = — + k— (keZ). 

8 4 v ’ 

(cos4x = eos 2 2x-sin 2 2x = (cos2x-sin2x)(cos2x + sin2x) nén chúa luón cos2x-sin2x) 


n 


n 


Vi Xe(0;2018)^0<- + k-<2018<=>--<k<f 2018- -]-<=>-0,5<k<2565,39 

84 2 y 8Jn 

k e {0;1;2;3;...;2565}. Váy có 2566 nghiem. 


Chon B. 


Cáu 22. Phuong trinh 


(1-2 eos x) (l + eos x) 
(l + 2cosx)sinx 


= 1 có bao nhiéu nghiem thuóc khoáng 


(0; 20187i) ? 


A. 3025. 


B. 3026. 


C. 3027. 


D. 3028. 


Lai giái 

Diéu kién: (1 + 2 eos x) sin x ^ 0. Phuong trinh <=> 1 - eos x - 2 eos 2 x = sin x + 2 sin x eos x 

<=> eos 2x + eos x + sin 2x + sin x = 0 


. 3x x _ . 3x x 

<=> 2 eos — eos — + 2 sm — eos — 
2 2 2 2 


= 0 


o x 

<=> 2 eos — 
2 


í 


3x 


sm — 
V 2 


+ COS 


3x 


\ 


= 0 


) 


«• 


x 


eos—= 0 (loai) 

2 v ' ’ 3x n 2n ,. x 

<=> tan— = -l<»x =-hk— keZ . 

. 3x 3x _ 2 6 3 v ’ 

sm-h eos — = 0 


Vi x 


n 


2k 


1 


(0; 20187r) =í> 0 <-hk — < 201871 cí> — < k < 

6 3 4 


2018 + -|.-<=>-<k< 3027,25. 
I 6J 2 4 


k g {l;2;3;...;3027}. Váy có 3027 nghiem. 
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TUYÍN TAP MQT S<5 NHÓM CA U HÓI VAN DUN6 CAO MÓN TOAN 


Chon C. 


Cáu 23. Phuong trinh sin 

-Í3x-V9x 2 -16x-80] 

4 ' * 

= 0 có bao nhiéu nghiém nguyén 

ducmg? 

A. 1. B. 2. 

C. 3. 

D. 4. 


Loi giái 


Phucmg trinh -^3x-\j9x 2 —16x —80 j = krc 


<=> 3x - V9x 2 -16x-80 = 4k 

<=> V9x 2 -16x-80 = 3x-4k 
3x > 4k 


<=> < 


( 1 ) 


9x 2 - 16x - 80 = 9x 2 - 24kx + 16k 2 (2)' 


t,, v , 2k 2 +10 _ 2(9k 2 -4) + 98 

Phucmg trinh (2) <=> x =-=+> 9x = —----= 2 (3k + 2) + 


98 


3k-2 


3k-2 


Vi xeZ + néntacáncó 3k-2 = {l; 2; 7; 14; 49; 98} 


keZ 


3k-2 
k = 1 => x = 12 
k = 3 => x = 4 
k = 17 => x = 12(loai) 


I 


Chon B. 


Cáu 24. Phucmg trinh sin 4 x + cos‘ 


x + — 

V 4 y 


1 


= — có bao nhiéu nghiém thuóc khoáng 


(0;2017tc)? 
A. 4032. 


B. 4033. 


C. 4034. 
Loi giái 


D. 4035. 


Ta có 


sin x = 


l-cos2x 


eos x - sin x 


= >¡2 


eos 


í 71^ 

x + — 

V 4y 


Phucmg trinh +> 


( 1-cos2x3 


V 


2 y i \ 4 


+ 


y 


vV2/ 


( 


eos x - sm x 


M 


<¿> (l - eos 2x) 2 + (1 - sin 2x) 2 =1 
<=> 3 - 2 (eos 2x + sin 2x) = 1 

x = kíi 


<=> sm 


f 


V 


o 71 I 1 
2x + — = —¡= <=> 

4 J sil 


n 1 (keZ). 
x = — + kn 
4 


Vi x e (0;2017 ti) nén 

• 0 < krc < 2017 n <=> 0 < k < 2017 => Có 2016 nghiém 
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CÁC BÁI TOAN VAN &VNG CAO PHL/0N6 TRINH LU0NG GIÁC 


I 


• 0 < - + kit < 2017re <=> -- < k < => Có 2017 nghiém. 

4 4 4 6 ' 

Váy có tóng cong 4033 nghiém. 

Chon B. 

Cáu 25. Tim so nghiém cúa phuong trinh tan 4x - tan 2x - 4 tan x = 4 tan 4x. tan 2x. tan x tren 
doan [—tt; 7t] . 


A. 2. 


B. 3. 


C. 6. 
Lai giái 


D. 7. 


Diéu kién: 


cosx ^ 0 
cos2x ^ 0. 


cos4x ^ 0 

Phuong trinh <=> tan 4x - tan 2x = 4 tan x (1 + tan 4x. tan 2x) 

tan 4x - tan 2x 


<íí>- 

1 + tan 4x. tan 2x 

<=> tan 2x = 4 tan x 


= 4tanx (vi cos2x^0-> 1 + tan4x.tan2x^0) 


tan x + tan x 

<=>-= 4 tan x 

1 -tanxtanx 

<=> tanx(2tan 2 x-l) = 0 
tan x = 0 (thóa man) 

tanx = +-- (thóa man) 


<=> 


<=> 


x 


= kix 


í 


x = are tan 


+ 


V2 


A 


V 


+ k7t 


(keZ) 


) 


Vi x e [-ti; 7i ] => Có tát cá 6 nghiém thóa man. 


Chon C. 


Cáu 26. Tong tát cá các nghiém cúa phuong trinh tan 5x - tan x = 0 trén [0; tt) báng 


A. n. 


B. 


3 n 


C. 2n. 


D. 


5k 


Diéu kién: 


Laigiai 

eos 5x^0 n 

. Phuong trinh <=> tan 5x = tan x<»5x = x + k7r<ti>x = k — keZ 
cosx^O 4 v 


71 


Vi xe[0;Tt)=>0<k — <rt<=>0<k<4 kgZ > ke{0;l;2;3}. 
k = 0=>x = 0 


Suy ra 


k = 1 


K 

X — — 

4 


< 


k = 2 => x = 


k = 3 => x = 


f (ioai) 

371 


71 371 

— H-= K. 

4 4 
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TUYÍN TAP MQT S<5 NHÓM CA U HÓI VAN DUN6 CAO MÓN TOAN 


Chon A. 


Cáu 27. Tong tát cá các nghiém cúa phuang trinh cos(sinx) = 1 tren doan [0;27r] báng 


A. 0. 


B. 71. 


C. 2n. 


D. 3 n. 


Laigiai 

Phuang trinh tuang duang vái sinx = k27t, k eZ. 

Vi -1 < sin x < 1 nén suy ra k = 0, khi dó phuang trinh tro thánh sin x = 0 <=> x = in (íeZ). 
Vi x e [0;27x1 =í> x e {0;n;2n} Suy ra tóng các nghiém 0 + n + 271 = 37t. 

Chon D. 

9 

Cáu 28. Cho phuang trinh x-(2cosa-3)x + 7cos 2 a-3cosa-—= 0. Goi S la táp các giá 
tri cúa tham so a thuoc doan [0; 4 jx] dé phuang trinh có nghiém kép. Tong các phán tú 


cúa táp S báng 

. 20 ti 

A.-. 


B. 1571. 


C. 1Ó71. 


D. 17ti. 


Lai giái 


Yéu cáubaitoán <=> A = (2 eos a-3) 2 -4 


í 


9 ó 


7cos a-3cosa — 


V 


= 0 


J 


<=> 6 í3 - 4 eos 2 a) = 0 <=> 


cosa = 


s 


ae 


[0;4ti] 


n Un 13n 23n 


■>a e<—; 


6 ' 6 ' 6 ' 6 


cosa = - 


73 


a( 


:[0;4ñ] 


■>a e < 


5tt; 7 n 17n 19n 


TT „ n Un 13n 23n 5n 7n 17n 19n . . 

Vav — +-+-+-+ — + — +-+-= 1671. 

66 6 6666 6 

Chon C. 

Cáu 29. Tính tóng S tát cá các nghiém cúa phuong trinh (2cos2x + 5)(sin 4 x 

trénkhoáng (0;2 tt). 

7n _ „ 11ti 


-eos X 


) + 3 = 0 


A. S = 


B. S = 


C. S = 47i. 


D. S = 57i. 


Lai giái 

Phuang trinh <=> (2cos2x + 5)(sin 2 x-cos 2 x) + 3 = 0 

yy -(2cos2x + 5)cos2x + 3 = 0 
yy -2 eos 2 2x - 5 eos 2x + 3 = 0 


<=> 


cos2x = — 
2 


71 


cos2x = -3(loai) 


<=>x = ± —+ k7t (keZ) 


Vi xe(0;27t)=>xe<j—; —; —;^IE] >=> s = 47L 

6 6 6 6 
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CÁC BÁI TOAN VAN &VNG CAO PHL/ONS TRINH LU0NG GIÁC 


Chon C. 

Cáu 30. Tong các nghiem cúa phuong trinh ^ + ^ = á\Í2 tren khoáng 0; — báng 

sinx cosx 2J 


A. 


llrc 

~36~ 


B. -. 

3 


C. 


7n 


D. 71. 


18 

Laigiái 


Diéu kién: 


sin x ^ 0 
eos x ^ 0 


x ^ k— (keZ). 


i,, . v , V3 1 . >/3 . 1 

rhuone trinh <=> — eos x + — sin x H-sin x—eos x 

2 2 2 2 


= yfl sin 2x 


. f n \ 
<=> sin — + x 

U J 

<=> 2 eos —. sin 
4 


í 


+ sm 

í 


- — I = 4l sin 2x 


x 


V 


V 


n 

12 


+ x = \¡2 sin 2x 


í 


o sm 


V 


71 

12 


\ 


+ x 


= sin 2x o- 


J 


x 


Vi xe 


( 

71^ 


71 

1171 ] 

0; 

— 



. 

/ 

V 

2y 

1 

[12 

36 J 


71 lili _ 

12 + ^6~ _ 18 


= —+ k27i 
12 

II71 k 27 i 
x =- 1 - 

36 3 

7k 


(keZ) 


Chon C. 

Cáu 31. Tong các nghiem cúa phuong trinh sin x eos x + 

A. n. B. 2tc. C. 371. 

Laigiái 

t 2 -l 


sm x + eos x 


= 1 tren (0; 2 tc) báng 


D. 471. 


Dát t = 


sm x + eos x 


Í0< t< y¡2\, suy ra sinxcosx = 


Phuong trinh tro thánh: 


t-l 


+ t = l<=>t 2 +2t-3 = 0<=> 


t = l 

t = -3 (loai) 


Vói t = 1, ta dupc 


sm x + eos x 


= lo 


>12 


eos 


6 ^3 

x- 

V 4y 


-lo eos 


( 71 3 

X — 

V 4y 


= + 


1 


V2 




n 

x — = 
4 

n 

x — = 


± — + k2n 
4 

± — + k27i 
4 


<=> 


x = k27i 


x = — + k2ii 
2 

X = 71 + k271 

x = - — + k27i 
2 


(keZ) 


xe 


(0;2ji) 


71 3ti 

■>x e <; — ;ti; — 

2 2 


Chon C. 


18 | Chinh phyc olympic toan 


Fanpage: Tap chí va tu 1 lieu toan hoc 



























































TUYÍN TAP MQT S<5 NHÓM CA U HÓI VAN DUN6 CAO MÓN TOAN 


1 


Cáu 32. Tong tát cá các nghiém cua phuang trinh sin3x^1-4sin 2 x) = — tren doan 




báng 


A. 


3n 

y 


B. 


3tc 


C. 


3 7n 
70 


D. 


36 n 
~35 


Lai giái 

Nhan tháy eos x = 0 khóng la nghiém cua phuang trinh. 
Nhán hai ve phuong trinh vói eos x ta duoc 

sin3x(cosx-4sin 2 xcosx) = -^-cosx 
2 sin 3x ^4 eos 3 x - 3 eos x) = eos x 


2 sin 3x eos 3x = eos x 


sin 6x = sin 


í n 3 

— x 
2 


v 


<=> 


j 


X = 


K k27t 
+ 


X = 


14 7 

k k27t 
+- 


(keZ) 


10 


tc k2rc n 
0 <— +-<- 

14 7 2 


ksZ 


0<iL + k2í<í 

10 5 2 


keZ 


k = 0 —> x = 


k = l^x = 


k = 0 —» x = 


k = l->x = - 


71 

14 

571 

14 

% 

10 

n 

2 


n 5% n n 36n 
Vay tong- 1 - 1 -h — =-. 

& 14 14 10 2 35 

Chon D. 

Cáu 33. Tong tát cá các nghiém cúa phuang trinh 


sin2x + 2sin 2 x-5sinx-cosx + 2 


2 eos x + V3 


= 0 trén 


doan [0;100 tt] báng 


A. 


7375% 


B. 


7475ti 


C. 


14701ti 


D. 


1485071 


Loi giái 


Diéu kién: eos x ^ - 


s 


Phuong trinh tuong duong vói sin 2x + 2 sin 2 x - 5 sin x - eos x + 2 = 0 

<=> (sin2x-cosx) + Í2sin 2 x-5sinx + 2) = 0 

<=> cosx(2sinx-l) + (sinx-2)(2sinx-l) = 0 
<=> (2sinx-l)(sinx + cosx-2) = 0. 


• sin x + eos x - 2 = 0: vó nghiém. 

Fanpage: Tap chí va tu 1 lieu toan hoc 


Chinh phgc olympic toan | 19 





































CÁC BÁI TOAN VAN &VNG CAO PHI/0N6 TRINH LH0NG GIÁC 


1 

2 sin x -1 = 0 <=> sin x = — <=> 

2 


71 


x = — + k2n í>ke [0; 49] 
x = —+ k27i(loai) 


49 


Váy tóng các nghiém cán tính ^ ^ + k27t = 50. ^ + 2tí^ k = 


A 


k=0 


n 


49 


737571 


k=0 


Chon A. 


í 


\ 


Cáu 34. Tong tát cá các nghiém cua phuang trinh sin 3 X_ T | = V2 sinx tren ¿toan [0;2018] 


báng 


A. 


20187T 


B. 


4036tc 


C. 


41248571 


D. 


824967ti 


Phuang trinh <=> 


r 4 \ 3 


vV2y 


Lói giái 

(sin x - eos x) 3 = y¡2 sin x (sin x - eos x) 3 = 4 sin x. 


Nhán tháy eos x = 0 khóng thóa man phuang trinh. 

Chia hai ve phirong trinh cho eos 3 x ta ctuoc (tanx - l) 3 = 4 tan xítan 2 x+l) 


n 


<=> 3tan 3 x + 3tan 2 x + tanx + 1 <=> tanx = -1 <=> x = - —+k7i (k e Z). 


n 


Vi xe[0;2018]^ 0 < --^ + k7i <2018 keZ > ke{l;2;3;...;642}. 


642 


Váy S = Y| -~ + kn =642. --| + Yk7i = 

ZjI 4 J l 4 J ¿í 2 


3 f ti 3 41248571 


k=l 


Chon C. 


Cáu 35. Tong tát cá các nghiém cúa phuang trinh eos 2 x(tan 2 x-cos2x) = cos 3 x-cos 2 x + 1 
trén ¿toan [0;43 ti] báng 


4220 

A. -71. 


R 4225 n 
D. -71. 


_ 4230 

C^. - Tí. 


4235 

V. -71. 


Lói giái 


Diéukién eos 2 x + 0 <» x + -^ + k7i (keZ). 

-*0 0 0 0 

Phuang trinh <=> sin x - eos x eos 2x = eos x - eos x + 1 

<=> 1 - eos 2 x + eos 2 x (l - 2 eos 2 x) = eos 3 x - eos 2 x + 1 
<¿> 2 eos 4 x + eos 3 x - eos 2 x = 0 


<=> 2 eos 2 x + eos x -1 = 0 <íí> 


eos x = -1 

1 <=> 
eos X = — 

2 


X = 7T + k27l 

71 (k 

X = ± — + k27T 


Z) 


1 


0 < 7r + k27r < 4371 <=> < k < 21—— 

2 


+k e |0;l;2;...;2l} 
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TUYÍN TAP MQT S<5 NHÓM CA U HÓI VAN DUN6 CAO MÓN TOAN 


Tongcác nghiém la S., = 22 ti + (0 + 1 + 2 + ... + 2l)2n = 48471. 


0< —+ k27r<437r<íí>-—<k<——— 


+k e {0; 1;2;21} 


k 1408 

Tong các nghiém la S 2 = 22. —+ (0 + 1 + 2 + ... + 21)271 =- n. 

3 3 


+k e |l;2;...;2l} 


• 0 < + k27i < 4371 ■» — < k < ——— 

3 6 3 

=^> Tong các nghiém la S 3 =21. --^J + (1 + 2 + 3 + ... + 21)271 = 45571. 

Váy tong tát cá các nghiém cúa phuong trinh da cho trén doan [0; 43 tt] lá 
_ _ _ _ 4225 

D — S ] + c>2 + —- Tí . 

3 

Chon B. 

Cáu 36. Có bao nhiéu giá tri cúa tham so m thuóc tap E = {—3; —2; —1; 0; 1; 2} de phuong 

trinh 2m sin x eos x + 4 eos 2 x = m + 5 có nghiém? 

A. 2. B. 3. C. 4. D. 5. 

Lai giái 

Phuong trinh tuong duong vói m sin 2x + 2 eos 2x = m + 3. 

2 


z 5 

Phuong trinh có nghiém <=> m 2 + 2 2 > (m + 3) <=> 6m + 5<0<=>m<- — 


Má meE^>me{-3;-2;-l}. 

Chon B. 

Cáu 37. Cho phuong trinh msin 2 x + 2sinxcosx + 3mcos 2 x = 1. Tim tát cá các giá tri cúa 
tham so thuc m de phuong trinh có nghiém. 



r 4] 

„ . í n 4' 


„ 4 


r 4 3 

m e < 

0;- 

k B. mel\ 0;- 

>. C. me 

0;- 

D. m e 

0;- 


3 

1 3J 


3 


l 3 J 


Lai giái 

1 — ros 2 y 1 + ros 2 y 

Phuong trinh <=> m.-b sin 2x + 3m.-= 1 <=> sin 2x + m eos 2x = 1 - 2m. 


Phuong trinh có nghiém <=> 1 + m 2 > 1 — 4m + 4m 2 <=> 3m 2 - 4m <0<=>0<m<—. 

3 


Chon C. 


Cáu 38. Cho phuong trinh 


5 + 4 sin 

k 3 tt; ? 

-X 



l 2 J 

6 tan a 


. Goi S lá tap hpp tát cá các giá tri 


sinx 1 + tan a 

thuc cúa a thuóc doan [0;2 ti] de phuong trinh có nghiém. Tong các phán tú cúa tap S 
báng 

A. 7i. B. 2tc. C. 471. D. 6tc. 

Lai giái 

Fanpage: Tap chí va tu 1 lieu toan hoc Chinh phgc olympic toan | 21 


























CÁC BÁI TOAN VAN &VNG CAO PHL/0N6 TRINH LU0NG GIÁC 


Diéu kién 


5-4 eos x 


smx 


sin x + 0 
eos a * 0 


. Phuang trinh tuang duang vái 


= 3sin2a<»3sin2asinx + 4cosx = 5. (l) 


Néu sinx = 0 => cosx = +1: khóng thóa (l). Do dó phuang trinh néu có nghiém thi luán 
thóa man diéu kién sin x + 0. 

í eos a + 0 

De phuang trinh có nghiém <=> < 7 

6 8 ' [(3sin2a) 2 +16 > 25 


eos a^O 


<=> < 


<=> 


sin 2a > 1 sin 2a = 1 


eos a + 0 ti k?t , 

•w- eos 2a = (J <í> a = —i-, k 


: thóa diéu kién. 


4 2 


„ n 3n 5 k 7k 
=> S = 1 —; —; —; — 
[4 4 4 4 

Chon C. 


Cáu 39. Cho phuang trinh 4 sin 


71 

371 

5rt 

7 K 

— + 

-+- 

+ — = ' 

4 

4 

4 

4 

f 

71^1 


f 71 ^ 

x + — 

.eos 

x — 

V 

3J 


l 6 J 


= m 2 + 73 sin 2x - eos 2x. Goi S = [a;b] la 


táp tát cá các giá tri cúa tham so m dé phuang trinh có nghiém. Tính a + b. 


A. a + b = -2. 


1 

B. a + b = —. 

2 


C. a “i - b — 0. 


Lói giái 


D. a + b = 4. 


Ta có sin 


f n^ 


f 

71^ 

1 

• 

( 

71^ 

. n 

X H - 

.eos 

x- 

— 

zz — 

sm 

2x + 

— 

+ sm — 

v 3y 


K 

6 ) 

2 



6 J 

2_ 


1 

• ni Tí . Tí _ . 

1 

Vs . _ i 


sm 2x eos — + sm — eos 2x +1 


— sm2x + — cos2x + l 

2 

L 6 6 J 

2 

1 

(N 

(N 

_i 


Phuang trinh tuang duang vái 


V3 sin 2x + eos 2x + 2 = m 2 + 73 sin 2x - eos 2x <=> eos 2x 


m -2 


Phuang trinh có nghiém —1 < 


m 2 -2 


< 1 0 <m 2 <4<ti>-2<m<2 


S = [—2; 2] 


< 


a = -2 
b = 2 


a + b = 0 


Chon C. 


I 


m 


Cáu 40. Cho phuong trinh sin 6 x + cos 6 x + 3sinxcosx- : ^ + 2 = 0. Có bao nhiéu giá tri 

nguyén cúa tham so m dé phuang trinh có nghiém? 

A. 7. B. 9. C. 13. D. 15. 

Lai giái 

Tacó sin 6 x + cos 6 x = (sin 2 x + cos 2 x) -3sin 2 xcos 2 x(sin 2 x + cos 2 x) 
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TUYÍN TAP MQT S<5 NHÓM CA U HÓI VAN DUN6 CAO MÓN TOAN 


3 

= 1-3 sin 2 x eos 2 x = 1 — sin 2 2x. 


3 . 


m 


Phuong trinh <=> 1 - — sin 2x + 3sinxcosx- —+ 2 = 0 <=> 3 sin 2x-6sin2x = 12-m. 

Dát t = sin2x— >3 t 2 -6t = 12-m<=> 3(t-1) 2 = 15-m. 

Vi -1 < t < 1 0 < 3(t-1) 2 < 12. Do dó dé phuong trinh có nghiem <=> 0 < 15-m < 12 

^3<m<15 — —>m e {3;4;5;...;15}. 

Chon C. 

3 

Cáu 41. Cho phuong trinh 3 tan 2 + tan x + cot x H- -— = m. Có bao nhiéu giá tri nguyén m 

sin x 

nhó hon 2018 dé phuong trinh có nghiem? 

A. 2004. B. 2008. C. 2011. D. 2012. 

Laigiái 


Diéu kién: 


sinx ^ 0 kn n 

-»x^— keZ . 
eos x * 0 2 


í 


tan x + 


1 ^ 


+ tan x + cot x = m 


Phuong trinh viet lai 3 

V sur x ) 

3Ítan 2 x + cot 2 x + lWtanx + cotx = m. 

Dát t = tan x + cot x. Diéu kién: t > 2. 

• • 

Phuong trinh tro thánh 3 (t 2 -1) +1 = m <=> 3t 2 +1 = m + 3. 

Xét hám f(t) = 3t 2 +t tren (-oo;-2]u[2;+co). 

Lap báng bien thién suy ra phuong trinh có nghiem <=>m + 3>10<=>m>7 


meZ 


m<2018 

Chon C. 


»m e {7;8;9;...;2017} => Có 2011 giá tri. 


Cáu 42. Tim tát cá các giá tri cua tham so m dé phuong trinh sin 4x = m. tan x có nghiem 
x ^ kn. 

D. m e(-l;4). 



i_ 


1 „ 


( 1 3 

m e 

—;4 

B. m e 

—;4 

C. m e 

—;4 


L 2 J 


2 


l 2 J 


Lai giái 


Diéu kién cosx ^ 0. 


t -,1 v , . . . . m.smx . . _ smx ,.n. 

Phuong trmh <» 2 sin 2x. eos 2x =-<» 4. sin x. eos x. eos 2x = m.-. (y) 


cosx 


cosx 


Vi x^kn nén sin x ^ 0 . Khi dó (*) <» 4 eos 2 x í2 eos 2 x -1) = m 

X ^ k7T 


Dát t = eos x, vói < 


eos x ^ 0 


suy ra t e (0; 1). Phuong trinh tro thánh m = 8t 2 - 4t. 
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CÁC BÁI TOAN VAN &VNG CAO PHI/0N6 TRINH LV0NG GIÁC 


Xét hám f (t) = 8t 2 -4t vói t e (0;l), ta duoc -^ < f (t) < 4. 

1 

Do dó phuong trinh có nghiem <=> - — < m < 4. 

Chon A. 


Cáu 43. Cho phuong trinh cos2x-(2m + l)cosx + m + l = 0. Tim tát cá các giá tri thuc cúa 


tham so m dé phuong trinh có nghiem thuóc khoáng 


í 


71 3713 


V 


A. -1 < m < 1. B. -1 < m < 0 . 


2 2 
C. -1 < m < 0 . 
Laigiái 


J 


D. -1 < m < 0 . 


Phuong trinh <=> 2 eos 2 x - (2m +1) eos x + m = 0 <=> 


1 

eos X = — 

2 . 

eos x = m 



1 ? í 

Nhan thay phuong trinh eos x = — khóng có nghiem tren khoáng 


71 3713 


V 


2 2 


(Hinh ve). 


J 


Do dó yéu cáu bái toán <íí> eos x = mcó nghiem thuóc khoáng 


Chon C. 


í 


\ 


n 


3k 3 


2 2 


<=> -1 < m < 0 . 


J 


Cáu 44. Cho phuong trinh eos 2 x + 2(l-m)cosx + 2m-l = 0. Có bao nhiéu giá tri nguyén 

cúa tham so m thuóc doan [-10; 10] dé phuong trinh có nghiem? 

A. 8. B. 9. C. 10. D. 11. 

Lái giái 

Dat t = eosx (-1 < t < l). 

Phuong trinh tro thánh t 2 +2(l-m)t + 2m-l = 0«í>t 2 +2t-l = 2m(t-l). (l) 

• Xét t = 1: (l) tro thánh 2 = 0 (khóng thóa man). 


Xét t * 1: (1) <=> 


t +2t-l 
t-1 


= 2m. 


Xét hám f (t) = * —— vói t e [-!;!), ta có f’(t) = ^ ^ < 0 Vt 


t-1 


(t-i) 


(-!;!) 
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TUYÍN TAP MQT S<5 NHÓM CA U HÓI VAN DUN6 CAO MÓN TOAN 


1 

Lap báng bien thién ta tháy dé phuong trinh có nghiem -o 2m < 1 m < — 

mg pio ; io] > m e {-10;~9;-8;...;0} =>Có 11 giá tri. 

Chon D. 

Cáu 45. Tim tát cá các giá tri cúa tham so m dé phuong trinh cos4x = eos 2 3x + msin 2 x có 

, ( 71 ^ 

nghiem thuóc khoáng 0; — 

v 12 


J 


A. m e 


( ll 

° ; 2 

v 4 y 


B. m e 


v 

j 


C.me (0;l). 


D. m e 


V 4 


Lai giái 


Ta có eos 2 3x = 


l + cos6x l + 4cos 3 2x-3cos2x 


va cos4x = 2 eos 2 2x-l. 


™ v , 0 2 o . l + 4cos 3 2x-3cos2x l-cos2x 

Phuong trmh da cho 2 eos 2x -1 =-1- 


m 


2 2 
4 eos 2 2x-2 = l + 4cos 3 2x-3cos2x + (l -cos2x)m 

<s>(cos2x-l)m = 4cos 3 2x-4cos 2 2x-3cos2x + 3. (*) 


í K 3 


Dát t = cos2x, vói xe 0; 

l 12 


t <E 


J 


f 


\ 


V3 




;l 


j 


VU- A' í*\ 4t 3 -4t 2 -3t + 3 2 o 

. Khi do (*) <=> m =-= 4t - 3. 

v 1 t-1 


Xét hám f (t) = 4t 2 -3 tren doan 



< 

min 

rv3 i 


73 

2 ' ' 


, ta dupc ■] 


o 

2 


max 

— — 


NÚ. 

o 


2 


f(t) = l 


Váy dé phuong trinh m = f (t) có nghiem khi va chí khi m e (0; 1). 

Chon C. 

Cáu 46. Tim tát cá các giá tri cúa tham so m dé phuong trinh 2 sin x + m eos x = 1 - m có 


nghiem x thuóc doan 


n n 
2'2 


A. m > —. 
2 


B. m > — 
2 


C. -1 < m < 3. 


Laigiai 


D. -1 < m < 3. 


Neu dúng diéu kien có nghiem: 4 + m 2 >(l-m) <=>4>l-2m<=>m>-— (dáp án A) thi 


sai hoán toan bói vi x 


khóng. 


Ti Ti 
2'2 


thi sinx quét het táp giá tri [—1; l] nhung vói cosx thi 


x 


Lói giái dúng. Dát t = tan —, vói x e 


Ti Ti 
2'2 


t e [—1; l] 
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CÁC BÁI TOAN VAN &VNG CAO PHL/0N6 TRINH LV0NG GIÁC 


2t 1-t 2 

Phuong trinh tro thánh 2-— + m-— 

& 1 + t 2 1 + t 2 


= 1 - m -tí> t 2 - 4t +1 = 2m. 


maxf (t) = 6 

[-l;l] V ' 

minf (t) = -2 

[-1:1] v ’ 


Xét hám f(t) = t 2 -4t + l tren doan [—l;l]. Timdupc 

Do dó yéu cáu bái toán -2 < 2m < 6 <=> -1 < m < 3. 

Chon C. 

Cáu 47. Cho phuong trinh mx 2 + 4 ti 2 = 4 ti 2 eosx. Tong tát cá các giá tri nguyén cua tham so 

m dé phuong trinh có nghiem thuóc khoáng 0; — báng 

V 2 J 


A. -54. 


B. -35. 


C. 35. 


D. 51. 


Vi xe 


2 n ? 


0; — nén phuong trinh <=> m = 

V 2 


Lai giái 
Ah 2 (cosx-l) 


X 


Xét hám f (x) = 


cosx-l 


voi x e 


C n 2(l-cosx)-xsinx 


X 


0;— , ta có f'(x) = 

V 2 J 


> 0, Vx e 


x 


f ttÓ 

,° ; 2 

V 2 y 


é Ttá 


Suy ra f(x) dóng bien tren 0;— nén limf (x) < f (x) < lim f (x) <=> — <f(x)< 

V 2 J *->o + .. ,n" 2 


Tí 

x—>— 

2 


71 


Váy dé phuong trinh da cho có nghiem thi -2 ti 2 < m < -16 
-»m e {—19; —18; —17}. 


meZ 


Chon A. 

Cáu 48. Cho hám so y = f (x) có báng bien thién nhu hinh ve 



Có bao nhiéu so nguyén m dé phuong trinh f [3cos(x + l) +1] = —— có nghiem? 

A. 2. B. 3. C. 9. D. 13. 

Lai giái 

Dat t = 3cos(x + l) + l => -2 < t < 4. 

Dua váo báng bién thién ta tháy vói t e [-2; 4] thi -l<f(t)<3. 

, m 

Do dó dé phuong trinh có nghiem <=>-!<- <3c^>-6<m<2 
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TUYÍN TAP MQT S<5 NHÓM CA U HÓI VAN DUNG CAO MÓN TOAN 


meZ 


>me{-6;-5;-4;...;2} =>Có 9 giá tri. 


Chon C. 

Cáu 49. Cho hám so f(x) lien tuc tren E, thóa f(x)>3 

vói moi x > 5 va f (x) < -3 vói moi x < -2, có do thi nhu 

hinh bén. Có bao nhiéu giá tri nguyén cúa tham so m dé 
phuong trinh f (3 sin x + 2) = f (m) có nghiem? 

A. 6. B. 7. 

C. 8. D. 9. 

Laigiái 

Dát t = 3sinx + 2=>-l<t<5. 

Dua váo do thi ta tháy f (x) dóng bien tren [—1; 5] nén 

f (3 sin x + 2) = f (m) <=> 3 sin x + 2 = m. 

Má 3sinx + 2 e [—1;5] => m e [—1;5] => có 7 giá tri nguyén. 

Chon B. 

Cáu 50. Cho phuong trinh 2cos 2 3x + (3-2m)cos3x + m-2 = 0. Tim tát cá các giá tri thuc 



cúa tham so m dé phuong trinh có dúng 3 nghiem thuóc khoáng 


í - 


n n 


V 


J 


A. -1 < m < 1. 


B. 1 < m < 2. 


C. 1 < m < 2. 
Laigiái 


6 3 
D. 1 < m < 2. 


Vói x 



r 7C Ttá 

f n 3 

X G 

—->3x e 



l 6 3 J 

l 2 J 


Dát t = eos 3x (-1 < t < 1). Phuong trinh tro thánh 2t 2 + (3 - 2m) t + m - 2 = 0. 


2 

Ta có A = (2m - 5) - > phuong trinh có hai nghiem 


1 

ti = — 

1 2 

t 2 =m-2 



1 

Ta tháy úng vói mot nghiem t j = — thi cho ta hai nghiem x thuóc khoáng 
Do dó yéu cáu bái toán <s> -1 < t 2 < 0 (tham kháo hinh ve) 


^ k 


V 


6 3 


J 
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<s>-l<m-2<0<s>l<m<2. 


Chon B. 

Cách 2. Yéu cáu bái toán tuong duong vói phuong trinh 2t 2 +(3-2m)t + m-2 = 0 có hai 

P<0 


nghiém t t , t 2 thóa man -1 < t 2 < 0 < t 2 < 1 <=> 


< 


a.f(l)>0 . 
a.f (-1) > 0 


Cáu 51. Tim tát cá các giá tri cua tham so m dé phuong trinh sin2x + v2 sin 


^ n á 

X H- 

V 4y 


-2 = m 


? ( 3 71 ^ 

có dúng 2 nghiém thuoc khoáng 0; — 


V 


J 


A. -3 < m < -1 + V2. 
C. -1 < m < -1 + V2. 


B. -3 < m < -1 + yfl. 
D. -1 < m < -1 + V2. 


Lai giái 

Phuong trinh viét lai sin 2x + sin x + eos x - 2 = m. 

, suy ra sin2x = t 2 -l. 


Dát t = sin x + eos x = y¡2 sin 


Vói x 


f 3 IT A 
0 ; — 
l 4 J 


n 

=> x + — e 

4 


f 7T V 

XH- 

v 4 J 

(n ~) 
T ;7r 

U J 


te(0;V2 


Phuong trinh tro thánh t 2 +t-3 = m. (*) 

Xét hám f (t) = t 2 +t —3 tren ^0;V2 . Ta có f'(t) = 2t + l > 0, Vt e j. 

Suy ra f(t) dóng bien tren ^0;V2 vákétluán f(0)<m<f^>/2j<=>-3<m<-l + V2. 


Thú lai m = -1 + V2 => sin 


í 


n 


x + — 

V 4 y 


K s ( 371 ^ 

= 1 => Có mót nghiém x = — duy nhat thuoc 0; — 

4 v 4 


J 


Lí do dan den sai lám la bái toán yéu cáu có hai nghiém khác vói yéu cáu có nghiém. 



Dua váo duóng trón lupng giác (hinh ve bén) ta tháy yéu cáu bái toán <=> phuong trinh 
(*) có dúng mót nghiém t thuoc Í1 ;a/ 2 j => f (l) < m < f (72) => -1 < m < -1 + s¡2. 


Chon D. 
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Cáu 52. Cho phuang trinh m sin 2 x - 3 sin x eos x - m -1 = 0. Goi S la táp tát cá các giá tri 


? ^ 3 71 ^ 

nguyén m thuoc doan [-5; 5] de phuang trinh có dúng 3 nghiem thuoc 0; — 

V 2 ) 


. Tong các 


phán tú cúa S báng 

A. -15. B. -14. C. 0. D. 15. 

Laigiái 

Phuang trinh mí sin 2 x-l)-3sinxcosx-l = 0 3sinxcosx + mcos 2 x + 1 = 0. 

Nhan tháy cosx = 0 khóng thóa phuang trinh. Chia hai ve phuang trinh cho cos 2 x ta 

O 

duac tan x + 3tanx+m + l =0. 

Dat t = tanx, ta duac phuang trinh bac hai t 2 +3t + m + l = 0. 


? ^ 3tc 3 

De phuang trinh da cho có ba nghiem thuoc 0; — 

l 2J 


r\ 

phuang trinh t +3t + m + l = 0có 


hai nghiem trái dáu <=> m +1 < 0 <íí> m < -1 — ^ 4 - 5 - 5 ] ^ m = { _ 5; -4; -3; -2} => S = -14. 

Chon B. 

Cáu 53. Cho phuang trinh (cosx + l)(4cos2x-mcosx) = msin 2 x. So các giá tri nguyén cúa 


tham so m dé phuang trinh có dúng 2 nghiem thuóc doan 


0 ; 


2ti 


lá 


A. 1. 


B. 2. 


C. 3. 


D. 4 


Lái giái 

Phuang trinh <» (l + cosx)(4cos2x-mcosx) = míl-cos 2 x) 


<» (l + cosx)(4cos2x-m) = 0 <=> 


eos x = -1 

o m 
cos 2 x = — 

4 


Vói x 


0 ; 


2ti 


phuang trinh eos x = -1 vó nghiem. 


Vói x 


0 ; 


2k 


2 x 


0 ; 


471 


. Dua váo duong trón luang giác, ta tháy yéu cáu bái 


, „ m 1 

toan —1 < — < — <» -4 < m < -2. 

4 2 
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Vi meZ=>me{-3;-2}. 

Chon B. 


Cáu 54. Có bao nhiéu so thuc m dé phuang trinh 

(sinx-l)Í2cos 2 x-(2m + l)cosx + mj = 0 có dúng 4 nghiém thuóc doan [0;2 tc]? 


A. 1. 


B. 2. 


C. 3. 
Loigiái 


D. 4. 


Phuang trinh (sinx-l)(2cosx-l)(cosx-m) = 0 <=> 


K 


sin x = 1 
1 

eos X = — 
2 


eos x = m 


n 


sinx = 1 x = — + k27i (keZ), má xe[0;27 t] => x = —. 


1 

eos x = — -e> 
2 


n 


x = — + k2n 
3 


n 


(keZ), 


ma x e 


[0; 2tc] 


X =-hk27T 

3 


n 5tc 

X = —. X =- 

3 3 


Do dó yéu cáu bái toán tuong duong vói phuang trinh cosx = m có dúng mót nghiém 
[0;2 tc] khác < ( xem hinhvé). 



Tú duong trón luong giác ta suy ra chí có hai giá tri m thóa man la m = -1 va m = 0. Bói 


vi: 


Vói m =-1, phuongrinh cosx = -l chí có nghiém duy nhát x = k thuóc [0; 2 tc] . 


71 


Vói m = 0, phuang rinh cosx = 0 có hai nghiém x = — (trúng vói nghiém da tính) 


3n 


va x = 


thuóc [0; 2 tc] . 
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I 


Váy có hai giá tri cúa m thóa man. 

Chon B. 

Cáu 55. Cho phuang trinh sin 4 x + eos 4 x + eos 2 4x = m. Có bao nhiéu giá tri nguyén cúa 


tham so m dé phirong trinh có 4 nghiém thuóc doan 


n n 
4 4 


A. 1. 


B. 2. 


C. 3. 
Lái giái 


D. 4 


3 1 

Ta có sin 4 x + eos 4 x = — + — eos 4x. 

4 4 


3 1 

Phuang trinh — + — eos 4x + eos 2 4x = m 4 eos 2 4x + eos 4x = 4m - 3. 


Dát t = eos 4x, vói x e 


n n 
4 4 


4xe[-^;7i] nén te[-l;l] 


Khi dó phuong trinh tro thánh 4t 2 +1 = 4m - 3. (*) 

• Úng vói mói te[-l;l) thi phuang trinh cos4x = t sé cho ta hai giá tri cúa 


x 


n n 
4'4 


Vói t = 1 thi phuang trinh cos4x = t cho ta dúng mót giá tri cúa x e 


n n 
4 4 


Do dó yéu cáu bái toán tuong duong vói (*) có hai nghiém phán biét thuóc [—1; 1) 

Xét hám f (t) = 4t 2 +t trén [-l;l). Ta có f ’(t) = 8t + l f '(t) = 8t + l <» t = -—. 

8 

Báng bien thién 



Dua váo báng bien thién ta tháy yéu cáu cúa bái toán 


<=> 


16 


< 4m - 3 < 3 <íí> 


47 

— < m < 
64 


3 

2 


———>m = 1. Váy có 1 giá tri nguyén. 

Chon A. 

Cáu 56. Cho phuong trinh (sinx-l)ícos 2 x-cosx + mj = 0. Tim tát cá các giá tri thuc cúa 
tham so m dé phuang trinh có dúng 5 nghiém thuóc doan [0; 2rr]. 
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. ^ 1 

1 

_ ^ 1 

_ 1 

A. 0 < m < —. 

B. — < m < 0. 

C. 0 < m < —. 

D. — < m < 0. 

4 

4 

4 

4 


Lái giái 

sin x = 1 

cos 2 x-cosx + m = 0. (1) 

Dat t = cosx,vói x e [0;27i] => t e [—1;l]. Phuong trinh (l) tro thánh t 2 -1 =-m. (2) 


Phuong trinh tuong duong vói 


n 


Phuong trinh sinx = 1 có dúng 1 nghiém x = — thuoc doan [0;2 ji], 


K 


Do dó yéu cáu bái toán <=> Phuong trinh (l) có 4 nghiém phán biét (khác —) thuoc doan 

[0; 2 tt] <=> phuong trinh (2) có 2 nghiém phán biét thuoc [—1; l] \ {—1; 0}. 

Xéthám f(t) = t 2 — t tren (-l;0)u(0;l]. Tacó f'(t) = 2t-l=>f'(t) = 0<íí>t = -^. 

1 1 

Láp báng bien thién ta thay yéu cáu cua bái toán -— < -m < 0 <=> — > m > 0. 

Chon C. 

Cáu 57. Biét ráng khi m = m 0 thi phuong trinh 2sin 2 x-(5m + l)sinx + 2m 2 +2m = 0 có 

( n \ 

dúng 5 nghiém phán biét thuoc khoáng — ;3n . Ménh de nao sau dáy la dúng? 

V 2 J 


A. m„ = -3. 


o 


B. m 0 = —. C. m 0 e 


í 


\ 


3 7 


5 10 


D. m 0 e 


' 3 _ 2^ 

r5 ,_ 5 y 


Lai giai 

Dat t = sinx (-1 < t < 1). 

Phuong trinh tro thánh 2t 2 -(5m + l)t + 2m 2 +2m = 0. (*) 



A sin 


eos 


Hinh 1 



eos 


Hinh 2 


Yéu cáu bái toán tuong duong vói: 

• Truóng hgp 1: Phuong trinh (*) có mot nghiém t : = -1 (cho ra mot nghiém x) vá 
mót nghiém 0 < t 2 <1 (cho ra bón nghiém x) (Hinh 1). 


Do t , = -1 => t 2 = — = -m 2 - m. 

a 
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Thay t 2 = -1 váo phuang trinh (*), ta duac 


m = -3 => t 2 = -6 g (0;l)(loai) 
m = => t 2 = ^ e (0;l)(thóa) 


Trvráng hap 2: Phuang trinh (*) có mót nghiém t , = 1 (cho ra hai nghiém x) va mót 
nghiém -1 < t 2 < 0 (cho ra ba nghiém x) (Hinh 2). 


Do t a = 1 => t 2 = — = m 2 + m. 

a 


Thay t a = 1 váo phuang trinh (*), ta duac 


m = 1 => t 2 = 2 <£ (-l;0](loai) 
m = |^t 2 =|g(-l;0]( 1 oai) 


1 v 1^32^ 

Váy m = — thóa man yéu cau bái toán. Do m = — e 

• j ^ j 2 


V 


J 


Chon D. 

Cáu 58. Có bao nhiéu giá tri nguyén cúa tham so m thuoc doan [-10; 10] dé so vi trí biéu 


3 


dién các nghiém cúa phuang trinh 1 + 2 eos 2 2x-^Í3 sin 4x - m = m sin | 2x — trén duang 

3J 


trón luang giác la 4 ? 

A. 8. B. 9. 


C. 10. 
Laigiái 


D. 12. 



f tc3 

-m = m sm 


/ 

l 3 J 


Dát t = sin2x-V3cos2x= 2sin 


Tx-C 

3 


v 


sm 


J 


f 


V 


2x- — | — (diéu kién -2 < t < 2). 

3J 2 V ' 


Phuang trinh tro thánh: t 2 -m = m -- <íí> 2t 2 - mt - 2m = 0. (*) 


í 


Úng vói mói t e (-2;2) thi phuong trinh sin 2x-— = — cho ta các nghiém có so vi 

v 2 

trí biéu dién trén duóng trón luong giác la 4. 

( n \ , 

Vói t = 2 thi phuang trinh sin 2x— =1 cho ta các nghiém có so vi trí biéu dién 

V 3) 


3 t 


trén duong trón luong giác la 2. 


f 


n 


1 


• Vói t = -2 thi phuang trinh sin 2x— =-l cho ta các nghiém có só vi trí biéu 

V 3J 

dién trén duóng trón lugng giác la 2. 

Do dó yéu cáu bái toán tuong duong vói phuang trinh (*) có duy nhat mót nghiém t 
thuoc khoáng (-2;2) hoac phuong trinh (*) có hai nghiém lá -2 vá 2. 

Truóng hgp 1: Phuong trinh (*) có dúng 1 nghiém thuoc (-2; 2). 
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Vói moi te(-2;2), tacó (*) 


Cí>m = 


2t : 


t + 2 


= f ( t )- 


Láp báng bien thién ta thay yéu cáu cua truang hop náy <=> 


m > 2 
m = 0 


Truang hap 2: Phuang trinh (*) nhán -2 va 2 lám nghiém 

2(-2) 2 -m(-2)-2m = 0 
2.2 2 -2m-2m = 0 


<=> 


: vó 11. 


Váy 


m > 2 


meZ 


■»m e {0;3;4;5;...;10} => có 9 giátri. 


m = 0 me [- 10 ; 10 ] 

Chon B. 

Cáu 59. Biet phuang trinh ax 3 +bx 2 +cx + d = 0 vói (a ^ 0) có dúng hai nghiém thuc. Hói 

do thi hám so y = |ax 3 + bx 2 + ex + d| có bao nhiéu diém cuc tri? 

A. 3 . B. 5 . C. 2 . D. 4. 

Lái giái 

Vi phuang trinh ax 3 + bx 2 + ex + d = 0 vói (a ^ 0) có dúng hai nghiém thuc nén do thi hám 
so y = ax 3 + bx 2 + ex + d có hai diém cuc tri trong dó mot diém cuc tri nám trén truc hoánh. 
Các dang cúa dó thi hám so y = ax 3 + bx 2 + ex + d trong truang hap náy duoc mó tá nhu 

sau: 

Truang hpp 1: a > 0 
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Chon A. 

Cáu 60. Cho phuang trinh (m + l)cosx + (m-l)sinx = 2m + 3. Có bao nhiéu giá tri cúa 

? i i 2.TC 

tham so m dé phuang trinh có hai nghiem x¡, x 2 thóa man ' 


X 1 — X 2 


A. 0. 


B. 1. 


C. 2. 
Loigiái 


D. Vó so. 


Diéukiéncó nghiem: (m +l) 2 + (m-l) 2 >(2m + 3) 2 <=> - <m< 

v , m + 1 m -1 2m + 3 

Phuong trmh , eos x + , sin x = 


^2m 2 +2 


<íí> cos(x-a) = eos (3 


V2m 2 +2 


V2m 2 +2 


x = p + a + k27i _ m + 1 0 2m + 3 

voi eos a = . ; eos p = , 

x = -p + a + ^2it V2m 2 + 2 V2m 2 +2 


Yéu cáu bái toán: 



2tt 

x 1 -x 2 

= — =^> 
3 


2p + (k -^)2 tt 


2tt 


<» eos 


r\ -i 'i 

2p + (k - (.) 2n = eos — eos 2p = — <=>2 eos 2 P -1 = — 

3 2 2 


o 2 


^ 2m + 3 A 


v \¡2m* +2y 


2 2m 2 +2 4 


m = -1 (thóa man) 
17 


m = - 


7 


(thóa man) 


Chon C. 


Cáu 61. Có bao nhiéu so nguyén m dé phuang trinh: 

m + sin (m + sin 3x) = sin (3 sin x) + 4 sin 3 x có nghiem thuc? 

A. 4. B. 5. C. 8. D. 9. 

Loigiái 

Cong thém sin 3x váo hai ve phuong trinh ta duoc: 

m + sin 3x + sin (m + sin 3x) = sin (3 sin x) + 4 sin 3 x + sin 3x 
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I 


<s> (m + sin3x) + sin(m + sin3x) = (3 sin x) + sin (3 sin x). 

Xét hám f (t) = t + sint tren K. Ta có f '(t) = 1 + cost > 0, Vt e R =>Hám só f (t) dóngbién. 
Suy ra m + sin3x = 3sinx=>m = 4sin 3 xe[—4;4l. 

Chon D. 

Cáu 62. Cho phirong trinh (8 sin 3 x - m j = 162 sin x + 27m. Có bao nhiéu giá tri nguyén cua 


6 n 3 


tham só m dé phirong trinh có nghiém thuóc khoáng 0; — 

v 3 y 


A. 1. 


B. 2. 


C. 3. 


D. Vó só. 


Lái giái 


í tt\ 


Dát u = 2sinx, vi xe 0;— =>2sinxe^0;^j nén ue 


V 


Phuong trinh tro thánh: (u 3 - mj =81u + 27m 
(u 3 -m) 3 +27(u 3 -m) = (3u) 3 +27.(3u). (*) 

Xét hám f (t) = t 3 +27t trén E. Ta có f'(t) = 3t 2 +27 > 0, VteR —> hámsóf(t) dóngbién. 
Nhantháy (*) có dang f(u 3 -m) = f(3u)<^>u 3 -m = 3u<í>u 3 -3u = m. 

Xét hám g(u) = u 3 -3u, Vu e(0; V3). Kháo sát ta duoc -2 < g(u) < 0. 

Váy phuong trinh da cho có nghiém khi vá chí khi -2 < m < 0 
mgZ > me{-2;-l}. 

Chon B. 

Cáu 63. Cho phuong trinh (l + cosx)(cos4x-mcosx) = msin 2 x . Tim tát cá các giá tri cua 


m dé phuong trinh có dúng 3 nghiém phán biét thuóc 


0 ; 


2n 


A. m e 


1 1 
2'2 


B. m e (-go;-1]u[1; + oo) 


C. me(-l;l). 


D. me 


» 


Lái giái 


Ta có: 


(l + cosx)(cos4x-mcosx) = msin 2 x <=> (1 + cosx)(cos4x -mcosx)-míl - eos 2 xj = 0 


<=> (l + cosx)fcos4x-mcosx-m(l-cosx)l = 0 <» 


eos x = -1 
cos4x = m 


Xét phuong trinh eos x = -l<+>x = 7i + k27i (k e Z). 


Phuong trinh eos x = -1 khóng có nghiém trong doan 


0 ; 


2n 
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Cách 1. 


Xét phuong trinh cos4x = m.Dát f(x) = eos4x. Tacó: f'(x) =-4sin4x 


K 


Xét f'(x) = 0<»sin4x = 0<»4x = k7r<tí>x = k— (keZ). 


Xét trong ¿toan 


Láp báng bien thién, ta tháy phuong trinh eos 4x = m có ctúng 3 nghiém phán biét trong 


- 2 71 


71 71 

0; 

thi ta có: xe 

0;-;- 

L 3 J 


4 2 j 


doan 


0; 


271 


1 

khi va chí khi — < m < 1. 

2 


Cách 2. 


• Xét cos4x = m. Ta có x e 

2 71 

<íí> 4x e 

8 71 

0; — 

0; 


3 


3 


Vói 4xe[0;2rcl\{ tc} va me(-1;ll phirongtrinh eos4x = m có 2 nghiém. 


Vói 4x 


( 

8tt 


1_ 

2n ; 


vá me 

— ;l 

V 

3 J 


L 2 ) 


2iC 

khi m e 

t— 

l_ 

0; 

— ;1 

L 3 J 


L 2 ) 


Váy phirong trinh có 3 nghiém phán biét thuóc 

Chon D. 

Cáu 64. Kháng dinh nao sau dáy la dúng ve phuong trinh sau: 

80 


sin 


f x 3 
V x 2 + 6 y 


+ eos 


í 


V 


71 

2 + x 2 + 32x + 332 


A 


y 


= 0 ? 


A. So nghiém cua phirong trinh la 8 . 
la 8. 

C. Tong các nghiém cúa phuong trinh la 48. 
thuóc R. 

Loigiái 


B. Tong các nghiém cúa phuong trinh 


D. Phuong trinh có vó so nghiém 


Phuong trinh da cho tuong duong vói sin 


f x ^ 


V 


x 2 +6 


í 


= sin 


y 


80 


Ta biét ráng hám so y = sin x dóng bién trén khoáng 


vx +32x + 332 

¿ K ti ^ 


(*)• 


v 


2 2 


. Ta chí ra ráng các hám só 


y 


í(x) = 


X 


x 2 +6 


va 


á g(x) = 


80 


x 2 + 32x + 332 


nhán giá tri trong khoáng náy. 


Thát váy, ta có 


X 

< 

X 

1 

x 2 +6 


2^6x 2 

~2V6 


va 0 < 


80 


80 


80 n 
< — < — 


x + 32x + 332 (x + 16) +76 76 2 


Tú các dánh giá trén, (*) xáy ra khi vá chí khi 


x 


80 


x +6 x + 32x + 332 


<i> x 3 - 48x 2 + 332x - 480 = 0 <=> 


x = 2 
x = 6 
x = 40 
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CÁC BÁI TOAN VAN &VNG CAO PHI/0N6 TRINH LV0NG GIÁC 


Tong các nghiém cua phuong trinh da cho la 2 + 6 + 40 = 48. 

Chon C. 

Cáu 65. Có bao nhiéu giá tri nguyén cúa m dé phuang trinh Vsin x + 2 + Vm - sin x 
nghiém. 

A. 2. B. 3 . C. 1. D. 0 . 

Lai giái 
u = Vsinx + 2 
v = Vm - sin x 


= 2 có 


Ta có Vsin x + 2 + Vm-sinx = 2. Dát 


(l<u<V3). 


Khi dó 


u 2 = sin x + 2 


< 


u 2 + v 3 = m + 2 (*). 


v = m - sin x 
Ta lai có u + v = 2 => v = 2 - u . (*) tró thánh 

u 2 +(u-2) 3 =m + 2 (1) <=>m = u 3 -5u 2 +12u-10 = f(u), (l<u<y¡3 j. 

Tren M,tacó f'(u) = -3u 2 +14u-12, f'(u) = 0<íí>u = -——e 1;V¡3 

3 L 

De phuang trinh da cho có nghiém thi (l) có nghiém 1 < u < V¡3 


f 


Hay f 


7-y/l 3 


V 


A 


J 


< m < £(^3) => m e {0; 1}) Vi m nguyén. 


Váy có 2 giá tri nguyén cúa m thóa dé bái. 

Chon A. 

Cáu 66. So giá tri nguyén cúa tham so m dé phuang trinh sin 2x + V2 sin 


? ( 3 71 ^ 

dúng mot nghiém thuc thuoc khoáng 0; — 

v 4 


( n 3 

x + — 

V 4 y 


-2 = m có 


J 


A. 3. 


B. 2. 


C. 0. 


D. 1. 


Lai giai 

sin 


Ta có x e 


( 3,7 3 

0;- 

4 


n 


n 


V * j 

Mát khác y/2 sin 



f 

V 


x + ^l<V2. 


X H- 

V 4y 


= sin x + eos x. 


Dát sin x + eos x = t vói t e Í0; y¡2 


sin x + cos x + 2sinx.cosx = t =^>sin2x = t -1 
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Tlf/ÍN TAP MQT S<5 NHÓM CA U HÓI VAN DUN6 CAO MÓN TOAN 


Phuangtrinh da cho tro thánh t 2 -l + t- 2 = m«>t 2 +t-3 = m(*). 


1 


Xét f (t) = t 2 +t-3 vói t e\0;\¡2 . Ta có f'(t) = 2t + l. Do dó f '(t) = 0 t = -— (loai). 


Láp báng bien thién ta có phuang trinh (*) có nhiéu nhát mót nghiém t. Do dó dé phirong 

t = y¡2 

0<t<l' 


? ( 3 71 

trinh da cho có dúng mót nghiém thtrc x thuoc khoáng 0; — I thi 


v 


Vói t = y¡2 thay váo phuang trinh (*): 2 + - 3 = m <s> m = yfl -1 í Z. 


Vói 0 < t < 1 láp báng bien thién -3 < m < -1 => có 2 giá tri nguyén cúa m la -2 va -1. 

Chon B. 

Cáu 67. Cho hám so y = x 3 -3x 2 có dó thi (C) vá diém M(m;-4). Hói có bao nhiéu so 
nguyén m thuoc doan [-10; 10] sao cho qua diém M có thé ké duoc ba tiép tuyén den 

(c). 


A. 20. 


B. 15. 


C. 17. 


D. 12. 


Lai giai 

Táp xác dinh: D = M. Dao hám: y' = 3x 2 - 6x. 

Ta nhán tháy các duong thang x = a vói ael khóng phái la tiép tuyén cúa (C) vá mót 

duong thang khóng thé tiép xúc vói dó thi hám so bác ba tai hai diém phán biét. 

Giá súphuang trinh duong thang di qua M(m4) lá d: y = k(x-m)-4 vói keR lá hé 

so góc cúa duong thang. 

Qua M có thé ké duqc ba tiép tuyén dén (C) khi vá chí khi hé phuang trinh 


có ba nghiém phán biét 


k = 3x 2 -6x 
k (x - m ) - 4 = x 3 -3x' 

<=> Í3x 2 -6 xVx-m) = x 3 -3x 2 có ba nghiém phán biét 

<=> 2x 3 - 3 (m +1) x 2 + 6mx = 0 có ba nghiém phán biét 

<=> xT2x 2 -3(m + l)x + 6ml = 0 có ba nghiém phán biét 

<=> 2x 2 - 3 (m +1) x + 6m = 0 có hai nghiém phán biét khác 0 


<s> < 


A = 9(m + l) 2 -48m>0 Í9m 2 -30m + 9>0 


<» < 


m ^ 0 


m 0 




1 

m < — 
3 

m > 3 ’ 
m ^ 0 


Vói diéu kién trén vá vói 


m 

m 


[- 10 ; 10 ] 


ta có me |-10;-9;...;-l;4;5;...;10] 


Váy có 17 so thóa man yéu cáu bái toán. 

Chon C. 
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CÁC BÁI TOAN VAN &VNG CAO PHI/0N6 TRINH LU0NG GIÁC 


Cáu 68. Cho phuang trinh 3Vtan x +1 (sin x + 2 eos x) = m (sin x + 3eos x). Có tát cá bao 
nhiéu giá tri nguyén tham so m thuóc doan [-2018; 2018] dé phuang trinh tren có nghiém 




duynhát xe 0; — 


v ¿y 


A. 2018. 


B. 2015. 


C. 4036. 


D. 2016. 


Lái giai 


Vói x 




0;— thi eos x > 0, chia hai ve cho eos x, ta duoc: 


V ¿J 


3vtanx + l(sin x + 2 eos x) = m (sin x + 3 eos x) 

3 vtanx + 1 (tan x + 2) 


<=>3Vtanx + l(tanx + 2) = m(tanx + 3) <=> 


I - f 

Dát t = Vtanx + 1, xe 0; — 

l 2 ) 


t € (0; + go) . Khi dó (l) <=> g(0= 


tan x + 3 

3t(t 2 +l) 


t 2 +2 


= m. (1) 
= m (2) 


, v 3t(t 2 +l) 3t 4 +15t 2 +6 . 

Xetham g(t) = —tren (0; + co).g (t) = — : -——>0,Vt>0. 


t +2 


(‘ 2+ h 


Suy ra dé thóa yéu cáu bái toán -e> m > g(o) = o 


m 


Má <¡ Suy ra m e íl;2;3;...;2018j. 

me [-2018; 2018] J 1 j 

Chon A. 

Cáu 69. Có bao nhiéu giá tri nguyén ám cua m dé hám so y = x + 5 + 


1-m 

x-2 


dóng bién trén 


[5; + co)? 


A. 10. 


B. 8. 


D. 11. 


C. 9. 

Lái giái 

Táp xác dinh: D = R \ {2}. Dao hám: y' = 1 + = ~— 4x + m + 3 

(x-2) (x-2) 

Xét hám so f (x) = x 2 -4x + 3 trén [5; + oo). 

Dao hám: f'(x) = 2x-4. Xét f'(x) = 0<=>x = 2=>y = -l.Ta có: f (5) = 8. 

Do (x-2) 2 >0 vói moi xe[5; + oo) nén y'>0, Vxe[5; + co) khi vá chí khi f(x)>- 
Vx e [5; + co) . Láp báng bien thién ta có -m < 8 <=> m > -8. 

Má m nguyén ám nén ta có: m e [-8; - 7; - 6; - 5; - 4; - 3; - 2; -1]. 

Váy có 8 giá tri nguyén ám cua m dé hám so y = x + 5 H-— dóng bién trén [5; + co). 


m. 


x-2 


Chon B. 
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Cáu 70. Có bao nhiéu giá tri nguyén m dé phuong trinh (8sin 3 x-m) = 162sinx + 27m có 


n 


nghiem thóa man 0 < x < — ? 
5 ' 3 

A. 2. 


B. 3 


C.Vo so. 


D. 1 


Lai giái 


Dát t = 2 sin x, vói 0 < x < ^ thi t e ^0; ^¡3 j. 

Phuong trinh da cho tro thánh (t 3 -m) = 81t + 27m. 

Dát u = t 3 - m =>t 3 =u + m. 

u 3 = 27 (3t + m) , , 

Khi dó ta duoc <1 3 ^u 3 -(3t) =27(3t-u) «u 3 +27u = (3t) +27.3t (*) 

(3t) =27(u+m) 

Xét hám so f (v) = v 3 + 27v lien tuc tren M có nén hám so dóng bien. 

Do dó (*)<»u = 3t t 3 - 3t = m (l) 

Xét hám so f (t) = t 3 -3t tren khoáng ^0; V¡3 j có f' (t) = 3t 2 - 3; f'(t) = 0 <í> t = 1 (vi t>0). 

Lap báng bien thién ta tháy phuong trinh (l) có nghiem khi. 

Vay có hai giá tri nguyén cúa m thóa yéu cáu bái toán. 

Chon A. 

Cáu 71. So nghiem thuoc doan [0;2017] cúa phuong trinh 


VT 


+ eos X + 


VT 3 


cosx 


= 4 eos x 


smx 


la 


A. 1283. 


B. 1285. 


C. 1284. 


D. 1287. 


Lái giai 


Diéu kién sinx £ 0; sin x. eos x > 0 


VI + eos x + V1 - eos x 


= 4 cosx <^> Vi + cosx + Vi-cosx = 4sinxcosx 


smx 


<=> 2 + 2^/(1 + eos x)(l-cosx) = lósin 2 xcos 2 x <=> l + |sinx| = 8sin 2 x(l-sin 2 x)(l) 


Truóng hop 1: sin x > 0 


(1) <=> (1 +sinx) (8 sin 3 x-8sin 2 x + l) = 0 <=> 


sin x = -1 
1 

sm x = — 

2 

i±S 

sm x =- 


sinx>0 

<s> 


sm x = — 


smx = 


1 

2 

1 + S 


1 

sm x = — <íí> 
2 


X = — + k27T 
6 

x = —+ k2n 


71 

vi sin x. eos x > 0 nén x = — + k2;r 
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CÁC BÁI TOAN VAN &VNG CAO PHI/0N6 TRINH LU0NG GIÁC 


1 + V5 

sm x =-<=> 


f 


x = arcsm 


1 +V 5 


A 


+ k2n 


V A J 
í 

x = ti- arcsin 


i+S 


\ 


+ k2 n 


v " y 
í 


Vi sin x. eos x > 0 nén x = arcsin 


Traóng hop 2: sin x < 0 


l + y/5 


X 


v 4 y 


+ k2^ 


(1) <=> (l-sinx)(-8sin 3 x-8sin 2 x + l) = 0 <íí> 


sin x = 1 


sm x = — 


smx = 


1 
2 

-l±y/5 


sinx<0 

<=> 


sm x = — 


smx = 


1 
2 

-1-V5 


1 

sm x = — <=> 
2 


7t 


x =-hk2;i 

6 v. _ 

vi sm x. eos x > 0 nen x =- 1 - k27i 

x = —— + k2íi ^ 


-1-V5 

sm x =-<=> 


f 


x = arcsm 


- 1 -V 5 




+ k27i 


V A J 
í 

x = ti- arcsin 


4 

y 

-Í-V^ 


+ k2n 


v - y 

í 


Vi sinx.eosx > 0nén x-n -arcsin 


Xét nghiém thuóc ¿toan [0;2017] 


-1-V5 


A 


V 


+ k27T . 


y 


Vói x = — + k2ft => 0 < — + k2;t < 2017 0 < k < 320 có 321 nghiém. 

6 6 5 ' 


f 


Vói x = arcsin 


nghiém. 


1 + V5 


X 


v 4 y 


t 3tT 

+ k2^ = —+ k27r^0< — + k27r<2017^0<k<320 có 321 


10 


10 


r-j r-j 

Vói x = — + k2^ => 0 < — + k27i < 2017 <=> 0 < k < 320 có 321 nghiém. 


í 


Vói x = 7i-arcsin 


-1-V5 


X 


V 


1 ^71 1 ^71 

+ k2;r =-+ k2;r => 0 <-+ k2;r < 2017 <=> 0 < k < 320 


y 


10 


10 


có 321 nghiém. 

Vay có tong cong 321.4 = 1284 nghiém thóa yéu cáu bái toán. 

Chon C. 
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TUYÍN TAP MQT S<5 NHÓM CA U HÓI VAN DUNG CAO MÓN TOAN 


Cáu 72. Goi M, m lán luot lá 
y = sin 2018 x + eos 2018 x tren M . Khi dó: 

1 

M — 2, m — 1008 


giá lón nhát, giá tri nhó nhát cúa ham so 


B. M = l,m = 


1 


1009 


C. M = 1, m = 0 


D. M = l,m = 


1 


1008 


Lai giái 


Ta có: y = sin 2018 x + eos 2018 x = (sin 2 x) + (l - sin 2 x) 

Dat t = sin 2 x, 0 < t < 1 thi hám so da cho tro thánh y = t 1009 + (1 -1) 


1009 


Xét hám so f(t) = t 1009 +(l-t) 1009 tren doan [0;l]. 


Ta có: f' (t) = 1009.t 1008 -1009. (1 -1) 1008 ; 


f'(t) = 0 «• 1009t 1008 -1009(1-t) 1008 = 0 


ri-o 

V t y 


1008 


= !<=> 


1-t 

t 


= 1 <=> t = — 


1 

2 


Má f(l) = f(0) = l, f 






i 


,1008 ’ 


Suyra maxf(t) = f(0) = f(l) = l, minf(t) = f 


ÍU 




1 


,1008 


Váy M = 1, m = 


1 


1008 ' 


Chon D. 


Cáu 73. Cho các so thtrc duong x, y, z thóa man x + y + xyz = z . Giá tri lón nhát cúa bieu 

2 

. .2 / ^ . /_ 1 

2x 


x' 


thúc P = 


i+Vy^ 


A /(x 2 +i) 3+ (y +z )( x2+1 ) 


thuóc khoáng nao trong các khoáng sau: 


A. (1,3; 1,4). 


B. (0,8;0,9). 


C. (1,7;1,8). 


Lai giái 


11 

Tú giá thiet x + y + xyz = zox.- + y.- + xy = l. 

z z 

A B 1 C 

Dat x = tan —, y = tan — va — = tan — thay váo he thúc tren ta duoc 

2 y 2 z 2 y 

A B B C C A „ 

tan — tan—b tan—tan—btan — tan— = 1 
2 2 2 2 2 2 


Suy ra A, B, C lábagóccúa tamgiác. 


Tú dó ta có 


2x 


á* 2+i y 


_ . A 2 A 
= 2 sm — eos — va 




A 


. x = sm — . 

(x +1 ) 2 


D. (1,4;1,5). 
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CÁC BÁI TOAN VAN &VNG CAO PHI/0N6 TRINH LV0NG GIÁC 


1 + ^ 


f 


V 


C B 

tan—b .tan — 

2 V 2 


A 


y 


B C 
eos —eos — 
2 2 


f 


A 


B C n B C 

tan —b tan —b2. tan — tan — 

v 2 2 V 2 2 y 


(y + z) 

t B t C , 

B 

C 

f B 

C + 

\y ) 

tan — tan —b 1 

eos —eos 

tan — tan 



2 2 

2 

2 

l 2 

2 J 


. B + C 


sin 


+ 


V sin B sin C 


A 

eos—b . 
2 \ 


1 


[eos (B - C) - eos (B + C)] 


eos 


B-C 


eos 


B-C 


A 

eos—b 


2 + 


2 B — C .. 2 A A 

eos-1 + cos — eos—b. 

2 2 . 2 \ 


eos 


B-C 


< 


1-1 + cos 


2 A 


2 

A A 


A 2 A 2 -- 
VayP<2sin—eos — + 2sin —eos—=sinA 

2 2 2 2 


( . A 


1 


A 


2 o A 

— = 2 eos— . 


sin —b eos — = V2 sin A. sin 
V 2 2 


( A 


A 


K 

y2 + 4j 


<4i. 


Dáu báng dat dupc khi 


< 


B = C 
sin A = 1 


<» < 


sin 


r A 71 
-1- 

[2 4 


A 

J 


= 1 


A = — 
2 


B = C = — 


n 

4 


x 

y 


< V = 


z = 


1 

V 2-1 

>/2+l 


Chon D. 

Cáu 74. So các giá tri nguyén cúa m dé phuong trinh eos 2 x + Veosx + m = m có nghiem la: 

A. 4. B. 2 . C. 3 . D. 5 . 

Lái giái 

Ta có: eos 2 x + Veosx + m = m suy ra m > 0. 


Dat Veosx + m = t, t > 0 . Phuong trinh tro thánh: 


eos x +1 = m 
t 2 - eos x = m 


icos 2 x-t 2 ) + (t + cosx) = 0 <=>(cosx + t)(cosx-t+ 1) = 0 


eos X = -t 
eos x -1 +1 = 0 


eos x < 0 


eos x - eos x = m 


• Truonghpp 1: eosx = -t => Veosx + m = -eosx < 

Dat u = cosx(-l<u<0). 

Xét f (u) = u 2 -u, ta có f'( u ) = 2u-l; f '(u) = 0 <=> u = ^~ . 

Do dó vói -1 < u < 0 suy ra P( u ) < 0 vói moi u e [—1; 0]. 

Suy ra f (-1) > f (u) > f (0) =>2>f(u)>0. 

De phuong trinh có nghiem thi m e [0; 2]. Vi me Z nén m e |0;1;2}. 

• Truáng hap 2 : eosx-1 +1 = 0 <=> Veosx + m = 1 + eosx <^> eos 2 x + eosx +1 


= m 


44 | Chinh phuc olympic toan 


Fanpage: Tap chí va tu* liéu toan hoc 






















































TUYÍN TAP MQT S<5 NHÓM CA U HÓI VAN DUN6 CAO MÓN TOAN 


\ 

Dat v = cosx, -1< v<l. Tacó m = v 2 +v + l = g(v), g'(v) = 2v + l = 0<tí> v = -—. 


Láp báng bien thién ta tháy dé phuang trinh có nghiém thi m 

m e {l; 2; 3}. Vay có tát cá 4 so nguyén m thóa man bái toán. 

Chon A. 


— ■3 
4' 


.Vi m eZ nén 


Cáu 75. So nghiém cua phuang trinh: sin 2015 x - eos 2016 x = 2 (sin 2017 x - eos 2018 xj + eos 2x tren 


[-10; 30] la: 


A. 46. 


B. 51. 


C. 50. 


D. 44 


Lai giái 


.2016 


2017 


Ta có: sin 2015 x - eos 2016 x = 2 [sin 2017 x - eos 2018 x) + eos 2x 


<=> sin 2015 x 


(i -2 sin 2 x) 


sin 2 x) + cos 2016 


x Í 2 eos 2 x - 1 ) = eos 2 x 


sin 2015 x. eos 2 x + eos 2016 x. eos 2 x = eos 2 x <íí> 


cos 2 x = 0 


sin 2015 x + eos 2016 x 


= 1 


Vói cos2x = 0 <s>x = -+k- / ke 

4 2 

Vi xe[-10;30] =>-10 < —+ k —< 30 —<k< —- — =>-6<k<18. 

L J 4 2 ti 2 ti 2 


Vói sin 2015 x + cos zul ° x = 1. Ta có sin ZUiD x < sin z x; cos ZU10 x < cos z x. 


. 2016 .. -i ' -- 2015 ..^ -2 _ 2016 ..^_ 2 


Do dó 1 = sin 2015 x + cos zulb x < sin z x + cos z x = 1 suy ra 


.2016 


sin x = 0 , eos x = ±1 
sinx = l,eosx = 0 


-3 < k < 9. 


Néii sinx = 0 <=> x = k^k e Z . 

—1 f) SO 

Vi x € [-10; 30] => -10 < k7i < 30 <=> — < n < — 

71 71 

Néii sinx = l<tí>x = — + k27r,keZ. 

2 

Vi xe[-10;30] =>-10 <- + k27i< 30 k< —-- 

L J 2 k 4 k 4 

Váy so nghiém cua phuang trinh da cho la: 13 + 6 + 25 = 44. 

Chon D. 

Cáu 76. Tong các nghiém cúa phuang trinh 2cos3x(2cos2x + l) = 1 trén doan [—4 tt:;6jc] la: 


-1 < k < 4 


A. 6 I 71 . 


B. 7271. 


C. 5071. 


D. 56n 


Lai giai 

Xét sin x = 0 <=> x = m .71 : Thay váo phuang trinh tháy khóng thóa man 
Xét sin x ^ 0 <=> x nm 

2 eos 3x (2 eos 2x +1) = 1 -e> 2 [eos 5x + eos x] + 2 eos 3x = 1 
<=> 2sinxcos5x + 2sinxcos3x + 2sinxcosx = sinx 
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<=> (sin 6 x - sin 4x) + (sin 4x - sin 2x) + sin 2x = sin x 


<=> sin 6 x = sin x 


k27i 


x = 


n I2n 

X =-h- 

7 7 

x * mit 


(k,leZ) 


]<^2.k tí 12ti 

Traóc tién ta cán chí ra giüa hai ho nghiem x =-va x = — H-khóng có giá tri trúng 

5 7 7 

TT 1 2 TT \c 2 TT 

nhau. That vay giá su — + —— = ——— (k, 1 e Z) 

<=> 14k = 5 +101 Vó 11 vi 14k la so nguyén chán va 5 +101 la so nguyén lé. 
k27T 


Vói 


x = 


5 

x ^ m 7 T 
x e [-4 tc;6tc] 


< 


k e {—10; —9; —8;...14; 15} 
k g {-10;-5;0;5,10,15} 


Các giá tri xcán loai bó la -4iz, -2n, 0, 2n, 471, 671 .Tong các giá tri náy la 671 


Vói 


n I2n 
x = —+- 

7 7 

x ^ nm 

x e [—4 tc; 6 tx] 


< 


le {-14;-13;-12;...19; 20} 
lg {-4;-11; 3; 10; 17} 


Các giá tri xcán loai bó la - n, -3n, n, 3 tz, 5n . Tong các giá tri náy la 5 ti 


Váy tong nghiem S = 


Chon C. 


15 

z 

k=-10 


k2ft 


-M 


+ 


71 1271^1 


20 

zir 7 


1=—14 


- 5 % 


J 


= 507T . 


Cáu 77. Cho phuong trinh ^(sinx + m)“ + >/sin 2 x-m 2 = 2^(sinx-m ) 2 . Goi S = [a;b] la 

táp hop tát cá các giá tri thuc cua tham so m de phuong trinh tren có nghiem thuc. Tính 
giá tri cúa P = a 2 + b 2 . 


A. P = 


162 

"49" 


B. P = 


49 


162 


C. P = 4 . 


D. P = 2 . 


Lai giái 


Truóng hop 1: sinx = m thi ta có (|(2m ) 2 =0<»m = 0. Khi dó phuong trinh có nghiem 
x = krc, k e Z. 

Truóng hop 2: sin x ^ m thi phuong trinh da cho tuong duong 


í • \2 

sm x + m ' 


'vsmx-m J 


sm x + m _ - 

+ 3/ - 2 = 0 . 

sinx-m 
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Giái ra ta duoc 


sm x + m 


sm x - m 


sm x + m 


sm x - m 


= 1 




= -2 


sm x + m 

sin x - m 
sin x + m 

sin x - m 


= 1 


<=> 


= -8 


m = 0 

9 sin x = 7 m 


Do dó dé phirang trinh có nghiém thuc thi 


7m 


^ m 


< 


9 9 

— < m < — 

7 7 


<=> 


m + 0 

9 9 

— < m < — 

7 7 


Két luán: Hop hai trudng hop suy ra táp hop tát cá các giá tri thuc cúa tham so m cán tim 

F —7 7l „ . 7-qV 7<D 2 

la S = 


r-7 7 ] 

„ 9 -.9 

7_ 93 

2 

( 9^1 

• 

=>P = a +b = 


+ 

— 

L 9 9 J 


{7 J 


1 7 ) 


162 


49 


Chon A. 


Cáu 78. De phuong trinh 


a' 


1 - tan 2 x 


sin 2 x + a 2 -2 
eos 2x 


có nghiém, tham so a phái thóa man 


-+ • i • /v 

aieu kien: 


A. a ^ +\/3 . 


B. 


r 

a 

>1 




< 

c. 

a 

>4. D. 

a 

a 

V 

+ V3 





>1 


Lai giái 


DKXD: 


cosx ^ 0 
cos2x ^ 0 


<=> 


sin 2 x ^ 1 

■ 2 1 

sm x ^ — 

2 


Ta có 


a' 


1 - tan 2 x 


sin 2 x + a 2 - 2 
cos2x 


0 0 0 0 

<=> a eos x = sin x + a - 2 


<=> -a 2 sin 2 x = sin 2 x - 2 <=> sin 2 x = 


1 + a 


De phuong trinh da cho có nghiém diéu kién la 

2 — e fO:ll , 


1 + a 2 
2 

1 + a 2 
2 


+ 1 




1 + 3 . 


( 0 : 1 ) 


1 

1 + a 2 2 


2 1 

1 +a 2 2 


<=> 


1 +a 2 > 2 
1 +a 2 + 4 


<=> < 


a 


>1 


V3‘ 


Chon B. 

Cáu 79. So gió có ánh sáng cúa mot thánh phó X ó vi do 40° bác trong ngáy thú t cúa mot 

iz 


nám khóng nhuán duoc cho boi hám so: d(t) = 3 sin 


182 


(t-80) 


+ 12, teZ va 0 < t < 365 . 


Váo ngáy nao trong nám thi thánh phó X có nhiéu gió ánh sáng nhát? 

A. 262. B. 353 . C. 80 . D. 171 

Lai giái 
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Ta có: d(t) = 3 sin 


n 


182 


(t-80) 


+ 12 <3 + 12 = 15 


Dáu báng xáy ra khi sin 


n 


182 


(t-80) 


= !«> 


K 


182 


(t-80) 


^- + k2;r (k e Z) 


<=>t = 171 + 364k. 


171 

Mát khác t e (0;365l nén 0 < 171 +364 k < 365 <=>-< k < 

V J 364 


194 

364' 


Má k e Z nén k = 0. 


Váy t = 171. 

Chon D. 


Cáu 80. Cho phuang trinh 4 sin x + — eos x —— ] =a 2 + >/3 sin 2x - eos 2x (l). Goi n la 

v v 6J 

giá tri nguyén cua tham so a dé phuang trinh (1) có nghiém. Tính n. 

A. n = 5. B. n = 3. C. n = 2 . D. n = 1. 

Lai giái 


so 


Ta có (l) <»• 2 


í 

( K ' 

3 

sin 

2x + — 

+ 1 

V 

l 6 7 

J 



( 71^] 

a 2 . 

( 71^1 

<íí> sin 


+1 =-b sin 

2x — 


l 6 J 

2 

l 6 J 


= a 2 + V3 sin 2x - eos 2x 


_ a 

<=> cos2x =-1. 

2 


Phuong trinh (1) có nghiém 


<=> 


a 


-1 


<1 -2 < a < 2, Do aeZnén a = 0;a = ±l;a = +2 


Váy n = 5. 

Chon A. 

Cáu 81. Tong tát cá các giá tri cúa tham so thuc m sao cho do thi hám so 
y = x 3 - 3mx 2 + 4m 3 có diém erre dai va erre tiéu dói xúng vói nhau qua duong phán giác 

cúa góc phán tu thú nhát la 


A. 




B. 

2 


C. 0 


D. - 

4 


Lai giái 


Tacó: y' = 3x 2 -6mx, y'= 0<=> 


x = 0 
x = 2m 


De hám so có cuc dai cuc tiéu thi m + 0 . 

• • • 

Khi dó các diém cuc tri cúa do thi hám so la A (0; 4m 3 ), B (2m; 0). 

Ta có l(m;2m 3 ) lá trung diém cúa doan thang AB. 

Duong phán giác cúa góc phán tu thú nhát lá d: x - y = 0. 

Do dó dé diém cuc dai vá cuc tiéu dói xúng vói nhau qua d thi: 
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< 


2m - 4m 3 =0 , V2 

<=> 1 - 2m 2 = 0 <» m = ± — 

m-2m 3 =0 2 


Váy tong tát cá các giá tri cua tham so thuc m la 0. 

Chon C. 


Cáu 82. Tim m dé phuang trinh Vi - sin x + ^sin x + ~ = m có nghiém. 


* 1 Vó 

A. — < m < —— 
2 2 


C. 0 < m < V3 . 


B. 0 < m < 1. 


D. — <m<V3. 


Loi giái 


Dát t = sin x 


(-1 ' 
— < t<l 


V 


J 


, phuang trinh tro thánh Vi —t + Jt-i~ 


t + — = m 
2 


Nhán xét phuang trinh ban dáu có nghiém x khi va chí khi phuang trinh (*) có nghiém 
1 


t e 


Xét hám f (t) = Vi — t + Jt-i~, vói t € 




Tacó:f'(t) =- 3 - + ^ 


Vi —t - 


1 


1 

t H- 

2 


1 


-2t 


2VT^T 


2Jt + - 2Vl-t Jt + - 


2 Vi-t^t+- Vi-t + ^t+- 


Tacó f'(t) = 0<»t = —. 
v 7 4 


Vó 


Láp báng bién thién ta tháy phuang trinh da cho có nghiém <=> < m < V3. 

Chon D. 

Cáu 83. Cho hai diém A, B thuoc do thi hám so y = sinx trén doan [0; ti] . Các diém C, D 

2n 

thuoc truc Ox thóa man ABCD lá hinh chü nhát vá CD = — . Do dái canh BC báng 


A. 


V3 



D. 


V2 


Loi giai 
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Goi A(x A ;y A ), B(x B ;y B ). Ta có: 
Thay (l) váo (2), ta duqc: 

271^1 


< 


^B-^A = 


y B = y A 


2n 

3 <=><! 


x B = x A + 


2 71 


( 1 ) 


sinx B = sinx A (2) 


sin | x A + 


J 


= sin x A x A + — = n - x A + k27t <íí> x a = — + k7t (k 

3 6 


Z) 


Do xe[0;7rl nén x A = — => BC = AD = sin — = —. 

1 1 A 6 6 2 

Chon C. 

Cáu 84. Mót vát náng treo bói mot chiec lo xo, chuyen dóng lén xubng qua vi trí can báng 
(hinh ve). Khoáng cách h tur vát den vi trí can báng o thoi diem t giáy dirqc tính theo cóng 

thúc h = Idl trong dó d = 5sin6t-4cos6t vói d duoc tính báng centimet. 

/////////////////////////////////// 


V¡ trí can bang 


h 


Ta quy uóc ráng d > 0 khi vát ó tren vi trí can báng, d < 0 khi vát o duói vi trí cán báng. 
Hói trong giáy dáu tién, có bao nhiéu thoi diem vát o xa vi trí cán báng nhát? 

A. 0. B. 4. C. 1. D. 2. 

Lai giái 


Ta có h = |d| = |5 sin 6t - 4 eos 6t| = Vil sin (6t + a)| < Vil, vói 


cosa = 


Vil 


siria = 


ViT 


Do dó vát ó xa vi trí cán báng nhát h max = Vil khi sin (6t + a)| = 1 <=> eos(6t + a) = 0 

^ TC i a Tí -.Tí 

6t + a —-h K7I <v^> t —-1-b K —. 

2 6 12 6 

Trong giáy dáu tién, 0<t<l<íí>0<- — + — + k — <1<^> — - — <k< — + — - — =>ke{0;l} 

6 12 6 n 2 n n 2 

Váy có 2 lán vát ó xa vi trí cán báng nhát. 

Chon D. 

sin x 1 

Cáu 85. Phuong trinh-= — có bao nhiéu nghiém? 

x 2 


A. Vó so nghiém. 


B. Vó nghiém. C. 3 nghiém. 

Lai giái 


D. 2 nghiém 


50 | Chinh phyc olympic toan 


Fanpage: Tap chí va tu 1 liéu toan hoc 














































TUYÍN TAP MQT S<5 NHÓM CA U HÓI VAN DUN6 CAO MÓN TOAN 


Táp xác dinh: D = Fi \ ¡ O J . 

Phuang trinh tuang ctuang vái 2 sin x = x (1). 

So nghiem cúa phuang trinh (1) la so giao diém cúa do thi hai hám soy = 2sinx va y = x 
Trén he truc Oxy ve do thi các hám so y = 2 sin x va y = x 



I 


Tú do thi ta tháy, do thi hai hám so chí cát nhau tai ba diém trong dó có mót diém có 
hoánh do x = 0 khóng thóa man phuang trinh. Do váy, phuang trinh có hai nghiem phán 
biét. 

Chon D. 

Cáu 86. Hám so f (x) = sin ^ + tan ^ có chu ky tuán hoán nhó nhát lá bao nhiéu? Biét ráng 

so T > 0 dupc goi lá chu ky tuán hoán cúa f (x) néu nhu f (x ) = f(x + T) ,Vxel 

A. lOrc B. 2471 C. 871 D. 14tt 

Lai giái 


2k 


Ta biét ráng chu ky cúa sin ax lá —, con chu ky cúa tan ax lá — vói a, p > 0. Do dó, chu 

a P 

x x . t T 

ky cúa sin —,tan— lán luot lá 871 , 671 .Goi T lá chu ky cán tim thi ta cán có —,— lá các so 

y 4 6' ' y 871671 

nguyén duong. Do dó giá tri nhó nhát cán tim lá T = 24 ti. 

Chon B. 

Cáu 87. Cho phuang trinh ? \lm + 3l/m + 3 sirnT = sin x. Có bao nhiéu giá tri nguyén cúa 
tham so m dé phuang trinh có nghiem? 

A. 2. B. 3. C. 5. D. 7. 

Lai giái 

Phuang trinh <=> m + 3 ? i]m + 3sin x = sin 3 x 
m + 3 sin x + 3\/m + 3sinx = sin 3 x + 3 sin x. 

Xét hám f (t) = t 3 +3t, Vt e E. Hám náy dóng bien nén suy ra 

f (^m + 3sin x) = f (sinx) <íí> \jm + 3 sin x = sinx <=> m = sin 3 x-3sinx. 

Dát u = sin x (-1 < u < l), phuang trinh tra thánh m = u 3 - 3u. 
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Xét hám g(u) = u 3 -3u, Vue[-l;l]. Tatimdupc 


maxe(u) = 2 

[—l;l] & V ’ 

ming(u) = -2 

[- 1 : 1 ] ° v ’ 


Do dó, dé phuong trinh da cho có nghiém <=> min g (u) < m < max g(u)<=>—2<m<2 


meZ 


Chon C. 


■>m e {—2; —1; 0; 1; 2}. 


Cáu 88. Táp tát cá các giá tri cua tham so m dé phuong trinh m + \/m + l +Vl + sin 
có nghiém la [a;bl. Giá tri cua a + b báng 


x = sin x 


A. 4. 


B. --y/2. 
2 


C. 3. 


D. -~-y¡2. 
4 


Lai giái 

Phuong trinh <íí> +1 + Vl + sinx j + yfm + l + Vl + sinx = (l + sin x) + Vi + sinx. 

Xét hám so f (t) = t 2 +t vói t e [0;+co). Hám náy dóng bien trén [0;+oo) nén suy ra 

f (yjm + l + Vl + sinx j = f ^Vl + sinx j 

<=> 7 m + l + Vl + sinx = Vi + sin x 
<=> m +1 + Vi + sin x = 1 + sin x 


<=> m = sin x 


-VT 


+ smx 


Dát u = Vi + sinx, vi sinx e [-1;l] => u e 0;V2 
Phuong trinh tro thánh: m = u 2 - u -1. 

Xét hám g(u) = u 2 -u-1 vói u e 0;V2 . Tacó g'(u) = 2u-l; g'(u) = 0<»u = 


1 

2 


Báng bien thién 


u 


S « 


g U 


0 


2 


V2 


0 


+ 


1-V2 


1 



Dua váo báng bien thién suy ra phuong trinh có nghiém 


<=> — <m<l —V2 => 
4 


< 


5 

a = — 

4 

b = 1-V2 


1 


a + b =- y/l. 

4 


Chon D. 
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Cáu 89. Có bao nhiéu giá tri nguyén cúa tham so m dé phuong trinh 

sin x (2 - eos 2x)-2 ^2 eos 3 x + m + lW2cos 3 x + m + 2 = 3V2cos 3 x + m + 2 

271 ^ 

có dúng mot nghiem thuóc 0; 


J 


A. 1. B. 2. C. 3. D. 4. 

Laigiái 

Phirang trinh tuong duong vói 

2 sin 3 x + sinx = 2 (2 eos 3 x + m + 2) V2cos 3 x + m + 2 + eos 3 x + m + 2 
Xét hám f (t) = 2t 3 +t vói t > 0. Ta có f'(t) = 6t 2 +1 > 0—— > f (t) dóng bien. 

Má f(sinx) = f|V2 eos 3 x + m + 2 j, suy ra 


sinx = V2cos 3 x + m + 2 


< 


sin x > 0 

r) Q 

sin x = 2 eos x + m + 2 

2713 


sin x = 2cos x + m + 2 (vi sinx>0, Vxe 


0 ;— ) 


y 


r\ q Q O 

<=> 1 — eos x = 2 eos x + m + 2 m = -2 eos x-cos x-1. 


Dát u = cosx,vi xe 


m = -2u 3 -u 2 -1. 


2n^ 
0; — 

=> u e 

í——;ll 

1 

OJ 


2 J 


. Khi dó phuong trinh tro thánh 


Xét g(u) = -2u 3 -u 2 -1, có g'(u) = -6u 2 -2u; g'(u) = 0 <» 


u = 0 


u = — 


1 

3 


(-y 
( 1 

e —;1 

l 2 


Láp báng bien thién suy ra phuong trinh có nghiem khi 


m = -1 


-4 < m < - 


28 

27 


meZ 


+ m e |-4;-3;-2;-l}. 


Chon D. 

Cáu 90. Cho phuong trinh sin2x-cos2x + |sinx + cosx|-V2cos 2 x + m - m = 0. Có bao 

nhiéu giá tri nguyén cúa tham so m dé phuong trinh có nghiem ? 

A. 2. B. 3. C. 5. D. 9. 

Laigiái 

Diéu kién: 2 eos 2 x + m > 0. 

Phuong trinh da cho tuong duong vói 

1 + sin 2x + Isin x + eos x = 1 + eos 2x + m + V2cos 2 x + m 


<=> (si 


smx + cosx + 


y 


sin x + eos x 


= 2 eos 2 x + m + V2cos 2 x + 


m 
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<=> 


( 


sm x + eos x 


) : 


+ 


sm x + eos x 


= (yf2 


cos 2 x + ml +\l 2cos 2 x+m 


Xét hám f (t) = t 2 +t vói t > 0. Ta có f'(t) = 2t + l > 0, Vt > 0 => Hám so f (t) dóng bien. 


Má f( 


sm x + eos x 


H (^2 


eos + m , suy ra 


sm x + eos x 


-4 


eos x + m 


<=> (sinx + cosx) 2 = 2 eos 2 x + m <=> l + sin2x = 2 eos 2 x + m -«• sin2x-cos2x = m. 


Vi sin 2x - eos 2x = V¡2 sin 


4 y 


-V2;V2' 


Phuong trinh da cho có nghiém ++ —y¡2 < m < y¡2 


meZ 


+ m e |-l;0;l|. 


Chon B. 


Cáu 91. Cho phuong trinh y/4 sinx + m + sinx = \/sin 3 x + 4sinx + m-8 + 2. Có tát cá bao 
nhiéu giá tri nguyén cúa tham so m dé phuong trinh có nghiém ? 

A. 18. B. 19. C. 20. D. 21. 


Dát 


a 


= y¡4si 


sm x + m 


b = sin x 


Laigiai 

. Phuong trinh tro thánh: a + b = ^/a 3 +b 3 -8 + 2 


<=> (a + b-2) 3 = a 3 +b 3 -8 

<» (a + b) 3 -6(a + b) 2 +12(a + b)-(a + b)(a 2 - ab + b 2 ) = 0 
<íí> (a + b)(3ab-6a-6b + 12) = 0 
<=>3(a + b)(a-2)(b-2) = 0. 

• Vói b = 2 => sin x = 2 vó nghiém. 

• Vói a = 2 => ^4sinx + m =2<^> sinx = -—— 

4 


Phuong trinh có nghiém khi -1 < 


8-m 


<l«>4<m<12 


meZ 


+m e |4;5;6;...;12| 


• Vói a + b = 0—— >yj 4sinx + m + sinx = 0 <=> m = -sin 3 x -4sinx. 

Dat t = sin x (-1 < t < l), ta dupc m = -t 3 - 4t. 

Xét hám f (t) = -t 3 -4t trén doan [-l;l], ta dupc -5 < f (t) < 5 vói moi t e [—l;l]. 
Suy ra phuong trinh có nghiém -e> -5 < m < 5— — —>m e |-5;-4;...;4;5}. 

Hpp hai truóng hpp ta dupc 18 giá tri nguyén cúa m (vi m = 4, m = 5 lap lai). 

Chon A. 
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Cáu 92. Cho phuang trinh 3Vtanx + l (sinx + 2cosx) = m(sinx + 3cosx). Có bao nhiéu giá 
tri nguyén cúa tham so m thoc ¿toan [-2018; 2018] dé phuang trinh tren có dúng mot 


¿ 71 1 


nghiém thuóc 0; — 


? 


V ¿7 


A. 2015. 


B. 2016. 


C. 2018. 


D. 4036. 


Lái giái 

Diéu kién: cosx + 0. 

Vi eos x + 0 nén phuang trinh tuang duang vái <=> 3 (tan x + 2) Vtan x +1 = m (tan x + 3) 

I - í 71 ^ 

Dat t = vtanx + l, vi xg 0; — 


v 


t e (l;+oo). 


Khi dó phuong trinh tro thánh 3t(t 2 +1] = m(t 2 + 2] 


++ m = 


3t + 3t 


t +2 


Xét hám f (t) = 


3t + 3t 
t 2 +2 


vói te(l;+co). Tacó f'(t) = 


3(t 4 +5t 2 +2) 


> 0, Vt e (l;+oo). 


Láp báng bien thién suy ra phuang trinh có nghiém khi m > 2 

-»m e {3,4,...,2018} => Có 2016 giá tri. 


me[- 2018 ; 2018 ] 


meZ 


Chon B. 

Cáu 93. So các giá tri nguyén cúa tham so m dé phuang trinh eos 2 x + %/eos x + m 
nghiém la 


= m co 


A. 2. 


B. 3. 


Dat u = Vcosx + m, ta có hé 


Trü ve theo ve ta duac: 


< 


C. 4. 
Lai giái 
eos 2 x + u = m 
u 2 -cosx = m 


D. 5. 


eos 2 x - u 2 + u + eos X = 0 (u + eos x) (eos x-u + l) = 0<^> 

u = eosx +1, ta duac Vm + cosx = eosx +1 


u = -cosx 
u = eos x +1 


(l) <=> m + eos x = (eos x +1) 2 <íí> m = eos 2 x + eos x +1 => m e 


3. 3 

4' 


u = -cosx, ta duac vm + cosx = -cosx ++ 


< 


-cosx >0 


m + eos x = eos x 


eos x < 0 


<» < 


m = eos 2 x - eos xí>me[0;2] 
Váy me{0;l;2;3}=> Có 4 so nguyén duangthóa man. 

Chon C. 
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Cáu 94. So các giá tri nguyén cua tham so m dé phuong trinh Vi+ 2 eos x + Vi + 2 sin x = — 

3 


có nghiém la 
A. 2. 


B. 3 


C. 4. 

Laigiái 


D. 5 


Diéu kién: 


< 


l + 2cosx>0 n 2 n 

<=>-1- k27t < x <-H k27t. (Hinh ve) 

l + 2sinx>0 6 3 


Phuong trinh <í> 


m > 0 


< 


2 + 2 (sin x + eos x) + 2 Vi + 2 (sin x + eos x) + 4 sin x eos x = 


m 


Dát t = sin x + eos x => t e 


-1 + V3 


;>/2 


Phuong trinh (l) tro thánh 2 + 2t + 2V2t 2 +2t-l = 


nV 



Xéthám f(t) = 2 + 2t + 2V2t 2 + 2t-1 vói te 


-1 + V3 


;V2 


Tacó f'(t) = 2 + — 4t + 2 >0, Vte 


Suy ra 


V2t 2 +2t-l 

maxf (t) = f ÍV2 j = 4 V 2 +4 


-1 + V3 




< 


minf (t) = f 


f 


-1 + V3 


A 


V 


= 1 + V3 


J 


m 2 

Do dó dé phuong trinh có nghiém ^ + ^ ~ 9 -+ lj ^ 3\¡ y/3 + 1 


< m < 


óVvf+T 


m > 0 


meZ 


m e {5; 6 ; 7; 8 ; 9}. 


Chon D. 
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Cáu 95. Giá tri nhó nhát va giá tri lón nhát cua hám so f (x) = sin 


f 


TI 


V 


smx 


lán luot la 


A. -1 vá 1. 


B. 0 va 1. 


V3 v V3 ^ \Í3 

C.-va —. D. ü va — 

2 2 2 

Lái giái 


Vi 0< 


Tren ¿toan 


sinx 

<1^0<- 

sinx 


3 



< — 
3 


71 


° ; 3 


hám so sin luón táng nén suy ra sin 0 < sin 


^ 71 

• 

A 

— 

smx 


u 


J 


. • TI 
< sin- 

3 


hay 0 < sin 


Chon D. 


f 


V 


n 


smx 


< 


s 


Cáu 96. Giá tri lón nhát vá giá tri nhó nhát cua hám so f (x) = 2 eos 3 x-cos2x tren ¿toan 


n n 

3'3 


lán luot lá 


A. -3 vá 1. 


B. — vá 1 
4 


19 

C. — vá 1 
27 

v • • 7 


D. -3 vá - 
4 


Lái giái 

Ta có f (x) = 2 eos 3 x - eos 2x = 2 eos 3 x - 2 eos 2 x +1. 
Dat t = eos x, vi x e 

Khi dó hám so tro thánh f (t) = 2t 3 - 2t 2 +1 vói t e 


71 71 


i , 

• 

/ 

=> t G 

— ;1 

i 

QJ 

> 

OO 
l_ 


2 


i» 


Kháo sát hám so f (t) tren doan 


b 


, ta tim duoc < 


mm 


inf (x) = 


19 


27 

maxf (x) = 1 


V 


Chon C. 


0 


Cáu 97. Goi m, M lán luot lá giá tri nhó nhát, giá tri lón nhát cua hám so 
y = (3-5sinx) 2018 . Giá tri cua M + m báng 

A. 2 2018 (l + 2 4036 ). B. 2 2018 . C. 2 4036 . D. 2 6054 . 

Lái giái 

Ta có -1 < sin x < 1 => 5 > -5 sin x > -5 

hay -5<-5sinx<5=>-2<3-5sinx<8=>0<(3-5sinx) 2018 < 8 2018 . 

Váy giá tri lón nhát cúa hám so lá M = 2 6054 , giá tri nhó nhát cúa hám so lá m = 0 . 

Chon D. 
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Cáu 98. Goi M, m lán luot la giá tri lón nhát va giá tri nhó nhát cúa hám so 
y = sin 2 x - 4 sin x + 5 . Tính P = M - 2m 2 . 


A. P = 1. 


B. P = 7. 


C. P = 8. 
Laigiái 


D. P = 2. 


Ta có y = sin 2 x-4sinx + 5 = (sinx-2) 2 +1. 

Do -1 <sinx< 1 =>-3<sin x-2<-1=>1< (sinx-2) 2 <9 

M = 10 


2 < (sin x - 2) +1 < 10 


< 


m = 2 


P = M - 2m = 2. 


Chon D. 


Cáu 99. Giá tri nhó nhát cúa f(x) = sin 


( 2x \ 4x ^ 




x 2 +l 


+ COS 


J 


V 


x 2 +l 


+ 1 gán nhát vói so nao sau 


J 


dáy? 

A. -1. 


B. -- 

2 


Ta có eos 


( 4x ó 


í 


v 


x 2 +l 


= cos2 


J 


2x ó 


V 


x 2 +1 


= 1-2 sin 


C. 

4 

Laigiái 

2 2x 


D. -- 

8 


J 


x 2 +l 


Do dó f (x) = -2 sin 2 2X + sin 7 X + 2. 


x z +l 


x z +l 


2x 


Dát t = sin—j-e[-l;l], ta duoc f (t) = -2t 2 + t + 2. 


x z +l 


Xét hám f (t) =-2t 2 +t + 2 tren doan [-l;l], ta duoc minf(t) = -l 


2x 


Lói giái tren có vé hop ly nhxmg xét ky thi khóng ón vi -1 < —-< 1 (xét hám). 


x z +l 


2x 


Khi dó t = sin -e [-sin 1;sin l]. 


x z +l 


Tuong tu nhu tren, xét hám f(t) =-2t 2 +t + 2 trén doan [-sinl;sinll, ta duoc 
min f (t) = f (-sin 1) = -2 (-sin 1 ) 2 + (-sin 1 )+2 «0,25. 

[-sinl;sinl] V ’ V / V / V ’ 

Chon C. 

Nhan xét. Bái toán chí hay khi tu luán, néu trac nghiem thi dúng MODE 7 rát nhanh. 

Cáu 100. Goi m, M lán lupt lá giá tri nhó nhát vá lón nhát cúa hám so 
eos x + 2 sin x + 3 


y = 


2 eos x - sin x + 4 
A. S = -10. 


. TínhS = llm + M. 


B. S = 4. 


C. S = 6. 
Lai giái 


D. S = 24. 


Goi y 0 lá mót giá tri cúa hám so. 
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„ u . ,, , u eosx + 2sinx + 3 , 

Khi do phuong trmh y 0 =- co nghiem. 

2 eos x - sin x + 4 

Tacó y 0 = ^° SX + 2SmX+ ^ (2y 0 -l)cosx-(y 0 +2)sinx = 3-4y 0 . 

2 eos x - sin x + 4 

2 2 2 

Phuong trinh có nghiem <=> ( 2 y 0 - 1 ) +(y 0 + 2 ) ^( 3 - 4 y 0 ) 

M = 2 


^llyo-24y 0 +4<0^ —<y 0 <2 


< 


P = 4. 


m = 


11 


Chon B. 


Cáu 101. Goi M, m lán luot la giá tri lón nhát va nhó nhát cua hám so y 


Khi dó, M + V3m báng 
A. -1. B. 1. 


C. 2. 


D. 1 + 2V2. 


Ta có y = 


Lai giái 

sin x + eos x +1 sin x + eos x +1 


V 2 + sin 2x h sin x + eos x) 2 +1 


Dát u = sin x + eos x, diéu kién u < y¡2. Khi dó y = 


11 + 1 


■J 


u 2 +l 


Xét hám y = , U + = tren doan 




u +1 


-72; 72 . Tacó y' = 


1 - u 


(u 2 +l)Vu 2 +1 


; y 


Tính y(-V2) = l^, y(>6) = ^, y(l) = VÍ 


< 


M = max y = T 2 

\ _ ^¡2 => M + y/3m = 1. 


m = mmy = 


73 


Chon B. 


2 1 

Cáu 102. Biet giá tri nhó nhát cua hám so y =--—1--— có dang 


1 — eos x eos X 


lá các so nguyén. Tính S = a + b. 
A. S = 3. B. S = 4. 


C. S = 5. 


D. S = 7. 


Lai giái 

Ap dung bát dang thúc cóng máu, ta duoc 

. (V2 + P 


1 


y = 


+ 


l-cos x eos X 1 — eos X + COS X 


= 3 + 2V2. 


Suy ra 


a = 3 
b = 2 


S = 5. 


Chon C. 


sin x + eos x +1 
V 2 + sin2x 


0<í>u = l. 


a + bV2 vói a, b 
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Cáu 103. Cho hám so y = Vi+ 2 sin 2 x + Vi+ 2 eos 2 x -1. Goi m, M lán luot la giá tri nhó 
nhát va giá tri lón nhát cúa hám so. Khi dó giá tri cúa M + m gán nhát vói so nao sau dáy? 


A. —. 

2 


B. 


7 


C. -. 

2 


D. 


11 


Laigiái 


Xét t = Vi+ 2 sin 2 x + Vi+ 2 eos 2 x 
=> t 2 = (l + 2sin 2 x) + (l + 2eos 2 x) + 2V(l + 2sin 2 x)(l + 2cos 2 x) = 4 + 2V3 + sin 2 2x 

^t = V4 + 2V3 + sin 2 2x >V4 + 2 a/3 =1 + V3 
=> y = Vi+ 2 sin 2 x + Vi+ 2 eos 2 x -1 > V3. 


Dáu " =" xáy ra khi sin 2x = 0. 

• Lai có Vi + 2sin 2 x + Vi + 2eos 2 x < ^l 2 + l 2 )(l + 2sin 2 x + l + 2cos 2 x) 

=> y = Vi + 2 sin 2 x + Vi + 2 eos 2 x -1 < 2^2-1. 

Dáu " =" xáy ra khi sin 2 x = eos 2 x. 
m = V3 


= 2 V 2 


Váy 


M = 2 V 2 -1 


M + m = V3 + 2V2 -1 = 3,56. 


Chon B. 


Cáu 104. Giá tri nhó nhát va giá tri lón nhát cúa hám so f (x) = sin 2018 x + eos 2018 x lán luot lá 


A. 


1 


,1008 


vá 2. 


B. 


1 


,1009 


vá 1. 


C. 0 vá 1. 


D. 


1 


,1008 


vá 1. 


Laigiai 


Dát a = sin 2 x, b = eos 2 x. Ta có 


.2018 


sin 2018 x + eos 2018 x < sin 2 x + eos 2 x = 1. Dáu " =" xáy ra <=> x = k 


sin 2018 x + cos zuls x = 2. 


2018 


f 1009 t 1009 A 


V 


>2 


( a + bá 


1009 




V 


y 


,1008 ‘ 


Dáu " =" xáy ra <íí> x = — + k —. 

J 4 2 

1 .V 

Váy giá tri nhó nhát báng ; giá tri lón nhát báng 1. 


Chon D. 

r-,~ me r^'U w* • - . • ? , u ^ ^ COSX + asinx + 1 , . . 

Cau 105. Co bao nhieu gia tri cua tham so thuc a de ham so y =---co gia tri 


cosx + 2 


lón nhát báng 1 ? 
A. 0. 


B. 1. 


C. 2. 


D. 3. 


Lai giai 


60 | Chinh phyc olympic toan 


Fanpage: Tap chí vá tu 1 lieu toan hoc 



































TUYÍN TAP MQT S<5 NHÓM CA U HÓI VAN DUN6 CAO MÓN TOAN 


rp , eos x + a sin x +1 , , • 

laco y =-<=>y(cosx + 2) = cosx + asmx + 1 

eos x + 2 

<=> asinx + (l-y)cosx = 2y-l. 

Phuong trinh có nghiem a 2 + (l - y ) 2 > (2y -1) 2 <=> 3y 2 - 2y - a 2 <0 


l-Vl + 3a 2 l + Vl + 3a 2 

<=>-z-- o - 


Yéu cáu bái toán <=> ^ + — + = 1 <=> Vl + 3a 2 = 2 <=> 1 + 3a 2 = 4 <=> 1 


a = 


1 

-1 


Chon C. 

Cáu 106. Có bao nhiéu giá tri nguyén cúa tham so m thuóc [0; 10] dé hám so 
1-msinx _ .. . 


y = 


cosx + 2 

A. 5. 


có giá tri nhó nhát nhó han -2 ? 


B. 6. 


C. 11. 
Lai giái 


D. 12. 


1 — m sin x 

Ta có y =- <íí> y(cosx + 2) = 1-msinx msinx + ycosx = 1 —2y. 

eos x + 2 

2 

Phuong trinh có nghiem y 2 + m 2 > (2y-i) <=> 3y 2 - 4y +1 - m 2 < 0 


2-V3m 2 +l 2 + V3m 2 +l 

<=> -o- ^y^ -o- 


r\ /rj 2 , 

Yéu cáu bái toán <=>-—-< -2 <=> V3m 2 +1 > 8 <=> m 2 > 21 <=> 

3 


m > V21 
m < -V21 


meZ 


me[0;10] 

Chon B. 


m e {5; 6; 7; 8; 9; 10}. 


Cáu 107. Cho hám so y = 2sin 


í n 3 

x — 

V 6 


+ 2 eos' 


í 


— )->/3sinx + a 2 (vói lá tham so). Goi 

V2 


m, M lán luot lá giá tri nhó nhát, giá tri lón nhát cúa hám so tren doan 

321 

nhiéu giá tri nguyén cúa a dé m 2 - M <-? 


n 2 k 

6'T 


. Có bao 


A. 3. 


B. 4. 


f 


Ta có 2 eos' 


— I - sin x = eos x 

v2 


4 

C. 6. 

Lai giái 

- \Í3 sin x +1 = 1 - 2 sin 


D. 7. 


í 


x — 


V 


n 

6 


á 

J 


Do dó y = 2 sin 


í K 1 


( 7rá 

x — 

-2sm 

x — 

V 6 J 


l 6 J 


• 

f 

71 ^ 

, VI XG 

71 

2n 

sm 

x- 

— 

• 

/ 

— 



6 y 


\_6 

3 _ 


+ el + 1 . 


te[0;l] 
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Hám so tro thánh y = 2t 2 - 2t + a 2 +1 = 2 


(. íY 2 i 

+ 3. H-. 

2 


Vi 0 < t < 1 


1 11 

+—<t — <- 

2 2 2 


t — 

V 2y 

2 


+ 0 < 


f 13 

l 2j 


1 

< — 
4 


2 1 


/ -N 2 


Suy ra a + — < 2 


t — 

V 2 y 


lY 2 1. 2 


+ a h— < a +1. 
2 


2 1 

m = a +- 2 w 321 

<: 2 => m 2 - M <- 


M = a +1 


<=> 


f 1 3 
2 

3 H- 

2 


Y 


J 


(a 2 +l)< —^-3<a<3. 


Suy ra có 7 giá tri nguyén cúa thóa. 

Chon D. 

Cáu 108. Goi S la tap tát cá các giá tri thuc cúa tham so m dé giá tri nhó nhát cúa hám so 
y = sin 4 x + eos 2x + m báng 2. Hói táp S có bao nhiéu phán tú? 


A. 1. 


B. 2. 


C. 3. 


D. 4. 


Lai giái 

Ta có sin 4 x + eos 2x = sin 4 x - 2 sin 2 x +1 = Í1 - sin 2 x) 
Vi 0 < eos 4 x < 1 => m < eos 4 x + m < 1 + m. 


= eos x 


y = 


eos x + m 


Suy ra min y = min í 


m 


m + 


!|}- 


Yéu cáu bái toán <=> 


m 


> 


m + 1 


m + 1 =2 


o 


m + 1 


> 


m 


m 

m 


= -3 
= 2 


. Váy S = {-3; 2} 


m 


= 2 


Chon B. 


Cáu 109. Cho x, y la các so thuc thóa man cos2x + cos2y 

r\ r\ V 

thúc P = tan x + tan y báng 


= 1. Giá tri nhó nhát cúa biéu 


A. 

3 


B. -. 

3 


D. -. 

3 


C. 3. 


Lái giái 


í 


Ta có P = 




í 


,— 2—1 

^COS X ) 


+ 


Y 


— 2—1 
icos y ; 


í 


= 2 


Y 


+ 


Y 


l + cos2x l + cos2y 


- 2 . 


) 


í 


S 

Ap dung BDT cong máu, ta dupc P > 2 


(i+i) : 




V 


2 + cos2x + cos2y 


-2 = 2 . 


J 


2 + 1 


-2 = — 


2 

3 


Chon B. 
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1 

Cáu 110. Cho hám so y = f(x) xác dinh tren M, thóa man f (tanx) = — sin2x-cos2x vói 


moi xe 


^ n 


V 


J 


2 2 

biéu thúc S = f(a).f(b) báng 
1 


. Vói a, b la hai so thuc thay dói thóa man a + b = 1, giá tri nhó nhát cúa 


A. 


25 


B. --. 
2 


C. 


5-3 V5 


D. 


5 + 3^5 


Theo giá thiet, ta có f (tanx) = 


2 2 
Loigiái 

tanx l-tan 2 x tan 2 x + tanx-l 


1 + tan x 1 + tan x 1 + tan x 

2 


f(0 = 


t 2 +t-l 

t 2 +l 


^ _ c, \c(*\ c, \c\ a 2 +a-l (1-a) +(l-a)-l 5-3^ 

Do do S = f (a).f (b) = f (a).f (l-a) = •-— j -——>—-—• 

(1-a) +1 2 


a +1 


Chon C. 


I 


^ ti 3 


Cáu 111. Cho hai so thuc x, y thuóc 0;— va thóa man cos2x + cos2y+ 2sin(x + y) 

V 2 ) 

Giá tri nhó nhát cúa P = C ° S X + C ° S - báng 

y 


= 2 . 


x 


A. 


B. 


C. -. 


D. 


371 71 71 71 

Lai giái 

Ta có cos2x + cos2y+ 2sin(x + y) = 2 <=> sin 2 x + sin 2 y = sin(x + y). 


2 i_2 


k ' , a~ b A (a + b) 

Suy ra x + y = —. Ap dung BDT cóng máu-1 > -—, ta dupc 

2 m n m+n 


P> 


( 


eos 2 x +eos 2 


y)' 



2 2 

(n ^ 


2 

\ 2 

eos x + cos 

— X 



_ 


U ) 




eos 2 x + sin 2 x 


I 


x + y 


x + y 


x + y 


2 

n 


n 


Dáu " =" xay ra <=> x = y = — 

Chon C. 


K 


Nhán xét. Viéc suy ra x + y = — duoc chúng minh nhu sau: 




f 71 ó 


/w 71 71 

Vói x, ye 0;— suy ra — -x, — -ycúngthuóc 0; — 


Tren doan 


v ¿y 




V ¿J 


, hám y = sin x dóng bien. 
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n 


Neu x + y > — 
3 2 


n 


í 


x > — y => sin x > sin 
2 3 


n 


\ 


n 


y > — - x => sin y > sin 


--y =cosy 

J 

í n 3 

— x 
2 


V 


= cosx 


J 


sin 2 x + sin 2 y = sin x. sin x + sin y. sin y > sin x. eos y + sin y. cosx = sin(x + y) 


Máu thuán 


71 


• Tuong tu cho x + y < —. 

71 

• Truong hop x + y = —: thóa man. 

Cáu 112. Cho a, b, c la các so thuc thóa man a 2 + b 2 + c 2 = 4. Tim giá tri lón nhát M trong 


í 


tát cá các hám so y = a + bVsinx + cyfcosx vói x e 0; — 

l 4 

A. M = Vl + V2. B. M = l + V2. C. M = 2Vl + V2. D. M = 2(l + 72). 

Laigiái 

Tacó (a + b7sinx + c7cosx) <(a 2 +b 2 +c 2 )(l + sinx + cosx) 


= 4 


1 + 72 si 


í 


sm 


71 


ó' 


X H- 

V 4y 


<4Í1 + V2). 


Suy ra a + b7sin x + c7cosx < 271 + 72. 

b c 


Dáu " =" xáy ra <=> 


a = 


< 


7sinx Tcosx 
a 2 + b 2 + c 2 =4 



f 71 1 


1- 

£ 

( 

sin 

X H - 

= 1, x e 

U; — 

V 

v 4 J 


l 4j 


272 u 

a = -i=— ;b 

72 + 72 

71 

X = — 

4 


= c = 


72+72 


Chon C. 

Cáu 113. Cho hai so thtrc duong a, b thóa man sin(2-2ab)-sin(a + b) = 2ab + a + b-2. 
Giá tri nhó nhát cúa bieu thúc S = a + 2b báng 


A. 


27Í0-3 


B. 


3TÍ0-7 


C. 


27Í0-1 


D. 


27Í0-5 


2 2 2 2 

Laigiái 

Ta có sin (2 - 2ab) - sin (a + b) = 2ab + a + b - 2 
<=> sin (2 - 2ab) + (2 - 2ab) = sin (a + b) + (a + b) 

Xét hám f (t) = sint +1 vói tel. Ta có f 1 (t) = cost + 1 > 0 => Hám so f (t) dóng bien. 


Má f (2-2ab) = f (a + b) nén 2 - 2ab = a + b <=> b = 


2-a 
2a+ 1 


(vi b > 0 => a < 2). 


Khi dó S=a+2b=a+———. Kháo sát hám so tren (0;2) ta duoc minS = -^———— 

2a+ 1 Vi- 2 
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Chon A. 


Cáu 114. Cho hai so thyc duong a, b thóa man eos(x + y + l) + 3 = eos (3xy) + 9xy — 3x — 3y. 
Giá tri nhó nhát cúa biéu thúc S = x(y+ 2] báng 


A. 


11 + 4^7 


B. 1. 


C. 


28 + 8 y/7 


21 


D. 


7 + 2^7 


21 


Laigiái 

Ta có cos(x + y+ l) + 3 = cos(3xy) + 9xy-3x-3y 
<=> eos (x + y + l) + 3(x + y + l) = eos (3xy) + 3 (3xy) 

Xét hám f (t) = cost + 3t vói tel. Ta có f 1 (t) = -sint + 3 > 0 = 

-Jl 

Má f (x + y+ 1) = f (3xy) nén x + y + l = 3xy <=>x = —-. 

3y-l 

Khi dó S = ( y + 1 )( y + 2 ) = y +3y + 2 . Kháo sát ta tim duoc minS = 11 + 4v ^ 


Hám so f(t) dóngbien. 


3y-l 


3y-l 


Chon A. 
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LÓI KET 


Váy la chúng ta da di den trang cuoi cúng cúa tuyén táp náy, tuy bái viet chu'a thuc su la 
hay nhung hy vong nhxmg kien thúc má minh dua váo trong bái viet có thé giúp ích dupc 
các ban trong quá trinh hoc táp. Ngoái ra có thé con mot vái thieu xót trong tuyén táp náy, 
mong moi nguoi bó qua. Mot lán nña gúi loi cám on den nhung nguoi có dóng góp cho bái 
viet náy vá chúc các ban mót mua ón thi thánh cóng nhé! 


